Loésen von Gleichungen mit dem allgemeinen Iterationsverfahren Wilfried Zappe

Losen von Gleichungen mit dem allgemeinen
Iterationsverfahren

Fur das Lésen linearer oder quadratischer und anderer Gleichungen
lernt man in der Schule Losungsverfahren kennen. Es gibt aber
auch Gleichungen, fir die im Schulunterricht keine Losungsverfah-
ren gelehrt werden oder fur die keine Losungsverfahren existieren,
die zu eindeutigen Losungen fuhren. Das folgende Beispiel soll das
veranschaulichen.

Die biquadratische Gleichung x* — 3x% + 2 = 0 lasst sich im Kopf
|6sen.

Wir substituieren zunachst z = x2 und erhalten z? — 3z + 2 = 0. Fur diese quadratische Glei-
chung gibt es eine Losungsformel. Besser noch: Durch Faktorisieren ergibt sich
(z—2)-(z—1)=0,alsoist z; = 2 und z, = 1. Durch Ricksubstitution und Losen der quad-
ratischen Gleichungen ergeben sich vier und damit alle Losungen der gegebenen biquadrati-
schen Gleichung: x; = — V2, x, = V2, x5 = — 1, x, = 1.

Andert man die obige biquadratische Gleichung an einer einzigen Stelle ab zu

x> — 3x% + 2 = 0, dann funktioniert das Verfahren mit der Substitution nicht mehr.

Fur solche Falle gibt es Verfahren, die zumindest Naherungslésungen ergeben. Ein solches
Verfahren, das auch effektiv mit dem wissenschaftlich technischen Taschenrechner (WTR)
TI-30X Plus MathPrint™ realisiert werden kann, wird hier vorgestellt. Die Lésung der Glei-
chung x® — 3x2 + 2 = 0 auf einem solchen Wege wird im Beispiel 3 ausfiihrlich erlautert.
Mitunter werden ganzrationale mit transzendenten Funktionen verkettet, 71\ .
auch da helfen haufig bei Berechnungen nur Naherungsverfahren. / Vi

Im Beispiel 1 wird dies anhand der Gleichung cos(x) = 4 — x2 themati- 1 \/

siert. / \ £260)=4-x7

Geometrische oder technische Sachverhalte fiihren haufig zu mathemati-
schen Modellen, zu deren Lésung Naherungsverfahren notwendig sind.
Im Beispiel 2 wird ein solcher Fall untersucht.

Im Einfihrungsbeispiel wird das allgemein Iterationsverfahren anhand
eines Beispiel ausfuhrlich erlautert und das Verfahren zu einer Handlungsanweisung ,ver-
dichtet".

Im Beispiel 4 gibt es eine Vorschlag zur Verwendung des
TI-30X Plus MathPrint™ bei der Berechnung von Konfiden- ...

zintervallen mithilfe des allgemeinen Iterationsverfahrens. TI1-30X Plus MathPrint"
Es handelt sich um eine Erweiterung der von Heinz Klaus

Strick vorgeschlagenen Verfahren, die in der nebenstehend abgebildeten sehr lesenswerten
Broschire' zu finden sind. Die Broschiire ist auf der TI-Materialienseite zu finden.

Heinz Klaus Strick

© T3 Deutschland 2022 Seite 1
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Wilfried Zappe

Einfihrungsbeispiel: Wir untersuchen die Gleichung x3 + 1 = 3x mit x € R auf ihre

LOsungen.

Zunéachst soll eine graphische Losung vorgestellt werden.

(Hinweis: Die Grafiken wurden mit dem TI-Nspire CX CAS erstellt.)

Fasst man jede Seite der Gleichung als Term
einer Funktion auf, so lassen sich mdgliche L6-
sungen als Schnittstellen der Funktionsgraphen
finden. Im Beispiel sind das die Schnittstellen der
Funktion g(x) = x3 + 1 und h(x) = 3x, die nahe-

rungsweise zu x; =~ —1,9, x, = 0,3 und x; = 1,5
aus der Graphik abgelesen werden kénnen. Mehr
als drei Losungen kann eine kubische Gleichung
nicht haben.

Mit dem WTR lassen sich die Graphen nicht di-

Ay
£2()=3- x (1.5,4.6)
(0.2,1.0)
/] <
1 5
fl(.\‘)=.\‘3 +1
(-1.9,-5.6)

rekt erzeugen, sondern nur Gber den ,Umweg”“ der Tabellierung von Funktionswerten und
einer handschriftlichen Zeichnung. Aber solche grafischen Darstellungen erleichtern das
Verstandnis des hier betrachteten Naherungsverfahrens und die Auswahl von Startwerten.

Die Losungen der Gleichung x3 + 1 = 5x sollen Ay
nun durch ein Iterationsverfahren bestimmt wer-
den. Dazu wird die Gleichung umgestellt z. B. zu
x = 3x — 1.

Man berechnet fiir einen Startwert x; den Funk-
tionswert von h(x;) = 3/3-x; — 1, der als neuer x

fl (\) =X

s

w X

- Wert x, wieder fir eine Berechnung eines neu- 1

en Funktionswertes h(x,) dient. Dieses Verfah-
ren wird so lange fortgesetzt, bis sich die Werte
Xr+1 UNd x5 nur noch ,wenig“ unterscheiden. Auf

diese Weise entstehen Folgen von Naherungswerten durch verschiedene, giinstig gewahlte

Startwerte der rekursiven Gleichungen x;,; = 3/3x; — 1.

Solche Folgen kdnnen mit dem WTR TI-30X Plus MathPrint mithilfe der Operationen set op
und op rasch erzeugt werden. Diese Operationen konnen getffnet werden Uber die Zweitbe-

setop op

]
Startwert x; = 2

Offnen Sie set op und tragen Sie den Iterationsterm ein. Verwen-
den Sie anstelle von x;, die ans-Anweisung (,letzte Antwort* =

legungen der folgenden Tasten:

answer), damit dort immer der letzte berechnete Wert bzw. ,in der

ersten Runde” der Startwert zur Berechnung des nachstfolgen-
den Wertes verwendet wird.

2nd) (] 2nd) [x7 B ®B] ] 2nd| [@]E O

SchlieRen Sie mit die Eintragung ab.
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Geben Sie den Startwert 2 ein und schlieRen Sie mit ab. > Ges "2
Offnen Sie op.

3
: 3*ans—-1
Driicken Sie nun mehrfach [enter]. Nach etwa zehnmal (zehn |2y  1.709975947

Lterationsschritten®) andert sich bereits die vierte Nachkommas-

telle nicht mehr. Man kann deshalb davon ausgehen, dass ;u."n“f. 532164725
x; ~ 1,5321 eine Néherungslésung der Gleichung ist. 43*‘3“?—5132121194
Startwert Xy = 0: NwCa LD L6 o
Geben Sie den Startwert 0 ein und schlieRen Sie mit ab. 1. 532121193
Offnen Sie op. (0] (enter) 2nd) 1] B*ans—1 o1 -1

DEG -

Driicken Sie nun mehrfach [enter]. Nach etwa neunmal (neun

JIterationsschritten”) &ndert sich bereits die vierte Nachkommastel- |~ "1 879339813
le nicht mehr. Man kann deshalb davon ausgehen, dass *[B%ans-1

x, ~ —1,8793 eine weitere Naherungslésung der Gleichung ist. -1.87937238

Versucht man, mit weiteren Startwerten zwischen 0 und 1 die dritte L6sung zu finden, die
nach dem grafischen Verfahren bei ca. x = 0,3 liegen muss, so gelangt man mit der bisher
verwendeten Iterationsgleichung immer wieder zu den bisher bekannten Losungen. Es ist

deshalb sinnvoll, die Ausgangsgleichung x3 + 1 = 3x anders zu einer iterationsfahigen Glei-

x3+1
3

Iterationsvorschrift eingegeben. Die Variable x; wird wieder durch oP=

ans ersetzt. i

[2nd][x] clear] (5] (2nd] ()] [x?] ] @B ®

Der Dezimalpunkt hinter der Zahl 3 im Nenner wurde gesetzt, damit die Ergebnisse als De-
zimalzahlen zuriickgegeben werden.

Mit wird die Eingabe der lterationsvorschrift abgeschlossen. Nun geht es wie oben be-
schrieben weiter mit den Schritten

chung umzustellen, z. B. zu x =

2yl . .
bzw. x;.+1 = Z—. Mit set op die .
ans™+
3 1

1. Startwert eingeben und .[enter]. driicken. nZat 0.38191823
2. op 6ffnen und wiederholt driicken, bis sich das Resultat |~ 3=
,stabilisiert". 0.381953846

Mit dem Startwert x3 = 0 ergibt sich x; = 0,3819. Damit sind alle Lésungen gefunden.

enter][0] [enter][2nd] ) ] enter] [enter] [enter] [enter][enter] [enter]
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Zusammenfassung zum allgemeinen Iterationsverfahren - Handlungsanleitung:?
Gegeben sei eine Gleichung f(x) = 0.

Vermutungen Uber mdgliche Losungen lassen sich z. B. Uiber eine Tabellierung oder grafi-
sche Darstellung von f(x) finden.

Die Gleichung f(x) = 0 habe eine Losung x* im Intervall [a; b].

Um diese Loésung x* zu finden, kann man folgendermaf3en vorgehen:
(1) f(x) =0 umformen zu x = h(x).
(2) Die Iterationsvorschrift x;,1 = h(xy) herstellen.
(3) Einen Startwert aus dem Intervall [a; b] wahlen.
(4) Schrittweise x4, x5, x3, ... berechnen.

Wenn in der Folge x;, x,, x3, ... von einer gewissen Stelle k an x, = x4 gilt, so ist in vielen
Fallen x; eine Naherungslésung von f(x) = 0.

Findet man mit x;,; = h(x;) eine vermutete Ldsung nicht, so kann das Umstellen von f(x) =
0 in eine andere Iterationsform x = g(x) hilfreich sein.

Hinweis:
Wer Uber Kenntnisse der Differentialrechnung verfugt, kann auch folgenden Satz Uber die
Konvergenz des allgemeinen Iterationsverfahrens interpretieren.

Die Gleichung x = h(x) habe im Intervall [a; b] eine Losung x*. Wenn h in [a; b] dif-
ferenzierbar ist und |h'(x)| < q < 1 fur alle x € [a; b] gilt, dann konvergiert die Fol-
ge (x,) mit x,,., = h(x,) fur jedes x, € [a; b] gegen diese Losung.

Diese Aussage kann mithilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung bewiesen wer-
den. Darauf wird hier nicht eingegangen.

© T3 Deutschland 2022 Seite 4



Loésen von Gleichungen mit dem allgemeinen Iterationsverfahren

Weitere Beispiele:

(1) Berechnen Sie die Losungen der Gleichung cos(x) =4 — x2mit x € R.

Inhaltliche Voriberlegungen:

Beide Seiten kdnnen als Terme der bekannten elemen-
taren Funktionen f(x) = cos(x) bzw. g(x) = 4 — x2 interpre-
tiert werden. Ihre Graphen lassen sich per Hand rasch
skizzieren. Beide Funktionen sind symmetrisch zur y-
Achse. Ihre Schnittstellen entsprechen den Losungen .
der gegebenen Gleichung. Mehr als insgesamt zwei \ \

Wilfried Zappe

Schnittstellen kdnnen nicht existieren. Kennt man die ’ 1
Koordinate x; der Schnittstelle im Intervall [2; 3], dann £2(0)=4x2

kennt man wegen der Symmetrie auch die der anderen
Schnittstelle x, = —x;.

Eine Iterationsvorschrift herstellen, z. B.: cos(x) = 4 — x? = x,,.; = /4 — cos(x)

Den Rechner auf Bogenmalf3 (RAD) einstellen. TS
SCI

BN GRADIAN

ENG
[mode] () [enter] @N[N 0123456789
JF0 o+bi ree .
Unter set op die Iterationsvorschrift eingeben, mit ab- — —
schlieRen, dann den Startwert 1. (als Dezimalzahl) eingeben, |1. 1

mit abschlieRen und op aktivieren. {4.-cos(ans)

n=1  1.860026262

2nd)(x] (2nd)(?)[4) [ ][H) &) 2nd] [©)]D ] O [enter] [T)[ Jfenter) 2nd] D |

J4.—-costanssy
Nach mehrfachem Driicken von stabilisiert sich der J#'(lazgsl)zs“se
Wert auf x; = 2,13. Damitist x, = — x; = —2,13. 2.128126466
Dies sind Naherungslésungen der gegebenen Gleichung.
© T3 Deutschland 2022 Seite 5
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(2) Einer Kugel mit dem Radius von 5,0 cm ist ein Zylinder einbeschrieben, dessen
Volumen halb so grof3 ist wie das der Kugel. Welche Abmessungen kann der Zy-
linder haben (auf Hundertstel genau)?®

Inhaltliche VorUberlegung:

Die Abbildung zeigt einen Achsenschnitt von Kugel und einbe- _
schriebenen Zylinder. Es muss zwei Losungen geben, denn der
Zylinder kann breit und flach oder schmal und hoch sein.

Der Grundkreisradius des Zylinders sei r und seine Hohe sei h.
Dann gilt in dem farbig hervorgehobenem rechtwinkligen Dreieck

o | >

w

2
der Satz des Pythagoras: 5% = r? + (g) . Daraus ergibt sich

2
r2=25-"1(").

. 4 4 500
Das Kugelvolumen ist wegen Vi ger = 57 - 3 Vkugel = LHE cm)? = =T cm3.

.. . . . . 1 250
Fur das Zylindervolumen gilt einerseits Vzyinaer =5 * Vkuger = 51 cm3.

Andererseits gilt Vzyjinger = 7 7% - h.

Durch Gleichsetzen ergibt sich 23271 = m-r? - h (bei Vernachlassigung der Einheiten).
250

hzZ\"
3-(25—7">
Letztere Gleichung verwenden wir als Iterationsvorschrift.
Die Hohe h liegt im Intervall 0 < h < 10. Aus diesem In-

2
Einsetzen (*) fuhrt zu ?n =1- (25 — h:) “h= hy4 1 =

DEG -
tervall wird der Startwert gewahlt. 259, T TTTTTT
Mit dem Startwert 2,5 erhalt man mit dieser Iterationsvor- 3*[25 ans
schrift nach einigen lterationsschritten den Naherungs-
wert hy ~ 3,95 cm. 3.949308395
Fir die zweite Losung braucht es eine andere Iterations- pes iy

| . hz 7.42227517
vorschrift, z. B. folgt aus S T=T (25 - T) “hu. a. 166. __ 10686
_ 100 1000 ANS  3:ang?
auch hyyq = e 3R 7.4222714091

Mit dem Startwert 5 erhalt man hier die Naherungslésung h, = 7,42 cm.
Mit (*) lassen sich die zugehorigen Grundkreisradien berechnen: r;, = 459 cm; r, =
3,35cm

Hinweis: Der Umstand, dass nicht jede Iterationsvorschrift alle Naherungswerte liefert,
hat mit der vorn erwdhnten Konvergenzbedingung zu tun. Es braucht mitunter viel Aus-
dauer, um verschiedene lterationsvorschriften zu erstellen und auszuprobieren. Die Ver-
wendung von set op und op erleichtert dies aber ungemein. Im nachsten Beispiel wird
das besonders deutlich.
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(3) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f(x) = x5 — 3x% + 2.

Inhaltliche VorUberlegungen:

— Es handelt sich um eine ganzrationale Funktion 5. Grades. Sie kann hdchstens funf
reelle Nullstellen haben.

— Weil der Koeffizient fir die h6chste Potenz von x positiv ist, gehen die Funktionswerte
fir x — oo gegen +oo0 und fir x - —oco gegen —oo

— Die Berechnung einiger Funktionswerte hilft, Vermutungen Uber Intervalle zu finden,
in denen Nullstellen liegen kénnten. Fir die Berechnung wird die Tabellierfunktion
des WTR
TI-30X Plus MathPrint genutzt. Dieses Verfahren wird zunachst genauer erklart.
Leser, die das kennen, kdnnen diesen Abschnitt Gberspringen.

Hinweise zum Erstellen einer Funktionswertetabelle mit dem WTR TI-30X Plus Math-
Print:

Driicken Sie die Taste und dann die Taste [1] Add/Edit FUNCTION FIBLE
Func. . ??d!’Edit Func
a(

fable] (1 2

Es offnet sich das Fenster zum Eingeben der Funktionsvorschrift. 6 T, t
Geben Sie dabei einen der Koeffizienten als Dezimalzahl mit De- flx)=0-34x"+2.1
zimalpunkt ein, damit die Funktionswerte als Dezimalzahlen zu-
rickgegeben werden.

[table] (1) (2] [+ (5] O ) B zicd (=) (H (2

Nach dem Driicken von erscheint die Aufforderung zur Ein-

gabe einer zweiten Funktionsvorschrift fiir eine Funktion g. Diese [9(x)= t

Aufforderung wird mit [enter] (ibersprungen. Enter function
in x. 4

Sie gelangen zum TABLE SETUP. Das wird ausgefillt mit dem TAeLE SETUrT t

Startwert 2%2:‘::"'

- 4 und der Schrittweite 1. Mit den Cursortasten gehen Sie auf x=1

CALC. ShLE

[enter]fenter][ ][4 ©@ @@

Wiederum mit offnet sich dann die Wertetabelle mit den An- » £

fangswerten. Mit den Cursortasten kénnen Sie in der Tabelle ,blat- |[Tomm—"1070 ‘

tern”. ;42=-q e
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Nun zurtick zum Iterationsverfahren.
Zunachst erfolgt eine Interpretation der berechneten Werte.

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y -1070 -268 -42 -2 2 0 22 218 978

Es muss im Intervall [-1; 0] wegen des Vorzeichenwechsels der Funktionswerte und der
Stetigkeit der Funktion f(x) = x> — 3x2 + 2 eine Nullstelle x; geben. Die Stelle x, = 1
wird direkt als Nullstelle angezeigt. Danach wird in der Tabelle kein Vorzeichenwechsel
mehr angezeigt. Entweder ist bei x, = 1 eine Berluhrung der x-Achse (doppelte Nullstel-
le) vorhanden oder die Funktion nimmt im Intervall (1; 2) noch negative Funktionswerte
an, so dass dort eine dritte Nullstelle x5 existiert.

Das lasst sich rasch Uberpriifen, indem man im TABLE SETUP nicht Auto, sondern x=?

wahlt und dann z. B. fur x = 1.1 den Funktionswert bestimmt. Der ist f(1,1) = —0,02 < 0,
also haben wir einen Vorzeichenwechsel und demzufolge noch eine weitere Nullstelle im
Intervall (1; 2). Da der Funktionswert f(1,1) nahe bei null liegt, muss auch die Nullstelle in
der Nahe von x = 1,1 liegen.

DEG DES

Startsl Ma®  |-0%18us
art= . -0,

Step=1 L]

Awto % =7

CALC| |x=

Fir x < - 2 scheinen die Funktionswerte gegen —oo zu gehen, fir x > 2 gegen +o. Da
kann man sich sogar sicher sein, denn wenn es in diesen Bereichen weitere Nullstellen
gabe, dann missten es jeweils zwei sein (wegen der Voriberlegung, dass die Funkti-
onswerte flr x — oo gegen +oo und fur x - —oo gegen —oo gehen). Das wéren in der
Summe aber mindestens sieben Nullstellen, also mehr als funf, was nicht sein kann, weil
eine ganzrationale Funktion 5. Grades hdchstens funf Nullstellen haben kann.

Eine Iterationsvorschrift herstellen: x> — 3x% + 2 = 0 = Xj4q = 3/ 3%2 — 2
Startwert aus [-1; 0] wahlen, z. B. x; = —0,5.
Zahlenfolge mit dem WTR erzeugen (siehe Einfliihrungsbeispiel):

;0.5 0.5 1. 12039464
2 5 3

J3=+=an5 -2 JS*ans -2

n=1 ~1.845639553 1.120445878

Nach etwa 40 (!) Iterationsschritten kommt man auf die oben vermutete Nullstelle x5 im
Intervall (1; 2) mit x3 = 1,12, nicht aber auf die Nullstelle im Intervall [-1; 0].

2_
Deshalb wird eine andere Iterationsformel gebildet: x> —3x2+2 =0 = x4, = 332‘—42
k
und wieder mit dem Startwert x = - 0,5 versucht, die Nullstelle im Intervall [-1; 0] ,einzu-

fangen®:

© T3 Deutschland 2022 Seite 8
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DEG = DEG Y=

3*0,[.32-2 fa ‘I‘é.\ﬂ.l.ﬁ"ﬂﬂ.l.‘l‘E 15
u.ns: h=1 ~20 —3*:::,."2'

Fhans;-2 “6. 63306151 £68

Dies bringt auch keinen Erfolg, denn die Zahlenfolge ergibt immer kleiner werdende ne-
gative Werte.

5
Neuer Versuch mit neuer Iterationsformel: x5 — 3x2 + 2 = 0 = xy,; = x;‘.x“
DEG - DEG *
8.5 9.5
ans®+2
3kans n=1 ~1.3125 Overflow

Die Zahlenfolge liefert rasch unendlich grof3e Zahlen, also ebenfalls ein Misserfolg.

Noch zwei weitere Iterationsformeln: x> —3x2 + 2 = 0 = xj4; =

Xk5+2
3

Die erste bringt mit dem Startwert x = - 0,5 einen Naherungswert fur die Nullstelle

Xy = 1.

-¥.5 ® -u.5 Y. YIILEEY1Z
ah$5+2 o.l'l$5+2

n=1 0.810092587 B.999324961

Aber wir haben immer noch nicht einen Naherungswert fiir die Nullstelle im Intervall [-1;
0]. Das kann diese Iterationsformel auch nicht liefern, weil die Quadratwurzel keine ne-
gativen Werte zuriickgibt. Deshalb nun noch ein Versuch mit der Iterationsvorschrift

5+2
Xk+1 = — xk3 :
DES - DEG -
“W.o “¥.o “YW. /bZ1lBob3
o.nss-rz O.I'ISS'FZ

3 3
n=1  ~@.810092587 ~@.762185575

Nun hat sich die Ausdauer gelohnt:
Die Nullstelle im Intervall [-1; 0] hat den N&herungswert x; = —0,7621.

Anmerkung: Da die Nullstelle x = 1 beim Tabellieren gefunden wurde, wére auch eine
Polynomdivision denkbar. Dies fuhrt aber hier nicht zu Rechenerleichterungen.

© T3 Deutschland 2022 Seite 9
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(4) Konfidenzintervall

In der schon erwahnten Broschiire von Heinz Klaus Strick schreibt er auf Seite 77 u. a. Fol-

gendes:
Arbeitsblatter fur den TI-30X Plus MathPrint™ Heinz Klaus Stri
Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 11

Schluss von der Stichprobe auf die Gesamtheit: Konfidenzintervall-Bestimmung

Beispiel-Aufgabe

Ein doppelter LEGO™-Wrfel wurde 500-mal geworfen. 45-mal lag dabei die Seite mit den
Noppen nach unten. Bestimmen Sie ein 95 %-Konfidenzintervall flr die zugrunde liegende
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Erlauterung der Lésung

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % unterscheidet sich ein Stichprobenergebnis vom
Erwartungswert p der zugrunde liegenden, unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit p um
héchstens 1,960 (o = Standardabweichung).

Unter der Annahme, dass die Bedingung erf(illt ist (was ja in 95 % der Félle ein brauchbarer
Ansatz ist), werden alle p gesucht, welche die Bedingung | 500 - p—451< 1,96 - ¢ erflllen.

Gleichwertig zur 0. a. Betrags(un)gleichung ist: 500-p + 1,96 - o < 45 oder 500-p —1,96-c < 45.

Man kann den links stehenden Term als Funktionsterm auffassen, also

f(x) =500 x+196-,/600- x-(1— x) bzw. g(x)=500-x-196-,/500-x (1- x) und in den Werte-
tabellen dieser Funktion nach dem Funktionswert 45 suchen (mit Verfeinerung der Schrittweite).
Mithilfe der Moglichkeiten des [table] -Menis ergibt sich also:

Zu den Ausfuhrungen von Herrn Strick zur Bestimmung des Konfidenzintervalls, die ich
hier aus Platzgriinden nicht wiedergebe, wird nun die Berechnung mit dem Iterationsver-
fahren hinzugeflgt:

Aus der Ungleichung 500 - p + 1,96 - 0 < 45 wird unter Verwendung von
o =/n-p- (1 —p) mitn =500 eine iterierfahige Gleichung gemacht:
45 —1,96 /500 - p - (1 — py)
Pr+1 = 500

Wegen 0 < p < 1 wird als Startwert z. B. 0,5 gewahlt. Mit set op und op ergibt sich fol-
gende Naherungslésung:

DEG DEG

0.5 0.5 0.067941917
45-1.96:J500%ansk (1-3 || 45-1.96::J500:kans# C1-1

EQ0 500
=1 0.046173068 0.067942238

Analog verfahrt man mit 500 - p — 1,96 - ¢ < 45 und pjy, = 122 5523'”"'(1_”"):

DEG -

0.5 0. 0.118309993
Y5+1.96:4J500 ans*k C1-9 || 45+1.96::500:kansH (15

Loo 500
n=1  @.133826932 0.118309992

Das Konfidenzintervall wird auch mit dem Iterationsverfahren zu 0,0679 < p < 0,1183
bestimmit.
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Schlussbemerkung:

Das allgemeine Iterationsverfahren ist fiur viele Gleichungen eine Chance, Giberhaupt Lésun-
gen zu finden. Auch wenn es Naherungslosungen sind, so sind sie doch fir viele Anwen-
dungen vollig ausreichend. Eine Betrachtung des Verfahrens in der Schule ist auch deshalb
sinnvoll, weil mit den inhaltlichen Voriiberlegungen viele wichtige Grundkenntnisse und
Grundvorstellungen reaktiviert werden kdnnen. Eine Behandlung dieses Verfahrens im Un-
terricht setzt nicht zwingend Kenntnisse Uber Differentialrechnung voraus, wie das beim
Newtonschen Naherungsverfahren der Fall ist.

Natdrlich gibt es heute Software, die solche Gleichungen ,,auf Knopfdruck® 16st. Derartige
,blackbox“-Methoden sollten aber doch auch eine gewisse inhaltliche Vorbereitung erfahren,
damit man wenigstens eine Grundvorstellung davon hat, was der Computer in diesem Zu-
sammenhang eigentlich machen kdnnte.

Zum Vergleich blicken wir auf alle im vorliegenden Material untersuchten Beispiele zurtck,
deren Losungen hier nun mit einem TI-Nspire CX CAS mit dem solve-Befehl ermittelt wur-
den.

2
-~

solvelx®+1=3- x,x 250 h>

oolve(\ +1=3 x,\) solve(—- n=m- [25—— | Ak
x=-1.87939 or x=0.347296 or x=1.53209 4

h=-11.3716 or h=3.94931 or #=7.42227

A solve(cos(x) =4-x 2 ,\')

solve(,\'s—.’,-x2+2=0,\')
x=-2.12813 orx=2.12813 x=-0.762186 or x=1. or x=1.12074

solve(|500- p-45]<1.96- {500+ p- (1-p) »)
0.067942<p<0.11831

Der TI-Nspire CX CAS verfiigt auch Uber den nsolve-Befehl fir das naherungsweise Losen
von Gleichungen. Hier muss neben der Lésungsvariablen auch ein Startwert eingegeben

werden.
Beispiel:
R(x)=0.2- e+ 5\ ’ A solve(ﬂ(,\’)=f7((\’)y\’)
x=0.649137 or x=2.60077 or x=6.80704 o*
\.\.1 fl‘:\)::m(\]
/\ - A nSolve(f](_\')=f2(.\’),\:,30) 31.9395
\/ ! nSolve(#7(x)=r2(x) x,300) 302.116

Die Gleichung sin(x) = 0,2 - e™* + 0,5 hat unendlich viele Lésungen. Lost man diese Glei-
chung mit solve, so werden einige davon angezeigt, die grofite bei etwa x = 15,2. Aul3erdem
wird eine Warnung ausgegeben, dass noch mehr Losungen existieren kdnnen. Mit nsolve
kann nun gezielt eine Ldsung, z. B. in der Nahe von x = 30 (Startwert) gesucht werden. Der
Befehl nsolve verwendet ein Néaherungsverfahren und findet x = 31,9 als Losung in der Nahe
des Startwertes. Flr andere Startwerte werden dann i. a. auch andere Losungen gefunden.
Die Kenntnisse Uber Naherungsverfahren (z. B: das allgemeine lterationsverfahren oder das
Newtonverfahren) kdnnen helfen, solche Zusammenhénge zu verstehen.
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