Der Herrnhuter Stern

Josef B6hm, Wiirmla, Osterreich, nojo.boehm@pgv. at
(DERIVE Usergroup)

Der berihmte Herrnhuter Stern ist eine interessante Figur, die nicht nur dsthetisch schén
ausschaut, sondern auch Stoff fiir anregende mathematische Tatigkeiten darstellt.

Geometrisch gesehen beruht der Stern auf einem Rhombenkuboktaeder. Das ist eine Figur,
deren Oberflache aus 18 Quadraten und 8 gleichseitigen Dreiecken besteht. Dabei sind alle

Kanten gleich lang. Der Kérper kann aus sechs regelmaRigen Achtecken erzeugt werden und
sieht dann so aus. (Alle kommenden Figuren wurden mit der Kantenlange a = 3 gezeichnet.)

Mit dem folgenden DERIVE-Befehl wird ein regelmafRiges horizontal liegendes Achteck im
Abstand von 1,5 unter der xy-Ebene gezeichnet.
3.J(2.42 + 4)

ro=
2

b b w b 3
ml := VECTOR| | r-COS| —+k + — |, r+SIN| —:k + —|, - — |, k, 0, 8
4 8 4 8 2

Die Ubrigen Achtecke werden dhnlich erzeugt.

Dann werden alle 26 Ecken definiert und zu Quadraten bzw. Dreiecken zusammengefasst,
wobei flir spatere Zwecke schon jetzt auf den Umlaufsinn geachtet werden muss.

pl=ml , p2=ml , p3 :=ml , pd4d=ml , p5=ml , pé:=ml , p7 :=ml , p§ = ml ]
1 2 3 4 5 6 7 8

[sql = [pl. p2, g2, gl], sg2 = [p2, p3, q3. q2], sq3 = [p3, p4, g4, g3],
[trl := [s7, p2, pl], tr2 = [s6, p4, p3], tr3 = [r6, p6, p5].

Die nachsten beiden Funktionen erzeugen Pyramiden Gber den Quadraten, bzw. den Drei-
ecken mit variablen Hohen h und hh. Fiir die Hohen werden dann beim Zeichnen Schiebereg-

ler eingefiihrt, wodurch die Hohe der Zacken verandert werden kann.



pyrs(sq_, h, m, n, s) =
Prog

m

n

n

(sq_11 + sq_13)/2

(sq_12 - sq_11) x (sq_13 - sgq_y1)

n/ABS(n)

sx=m+ h«n

[s, sq_11; s, sq_y42; s, sg_43; s, sq_14; s, sq_11]

pyrtr(tr_, hh, m, n, s) =
Prog

m

n

n

(tr_11 + tr_12 + tr_13)/3

(tr_12 — tr_11) = (tr_13 - tr_;1)
n/ABS(n)

s :=m + hh«n

[s, tr_1l; s, tr_12; s, tr_13; s, tr_11]

Die nachsten beiden Ausdriicke kdnnen im 3D-Fenster sofort geplottet werden, nachdem

man fiir h und hh Schieberegler eingefiihrt hat.

VECTOR(pyrs(s_), s_, sguares)

VECTOR(pyrtr(t_), t_, triangles)

Mit schonen Bildern, die farblich gestaltet werden kdnnen, wird man fir die Mihen belohnt.
Die Sterne konnen in ihrem Aussehen, was die Lange der Zacken anbelangt verdndert wer-
den und entweder mit der Maus oder der Tastatur animiert, d.h. gedreht werden.

Wenn man nur das Drahtgittermodell sehen mdchte miissen die beiden Funktionen oben

leicht verandert werden — und dann ergibt sich:

h=2.70 B
F0 ) U 111

hh =4.00 =

ji 10,00

1.00
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Eine schdone Ubung ist es, die Symmetrien des Kdrpers zu nutzen, um aus je einer vier- und
dreiseitigen Pyramide mit Hilfe von Drehmatrizen den ganzen Koérper entstehen zu lassen:

T

k.
VECTOR| | pyrs_w(sqg2, 8)-ROTATE_X[ ] , k, D, ?]
\L 4 J]

T

ke )
VECTOR| | pyrtr_w(trl, 4)-ROTATE_Z[ ], k, 0, 3]
L 2 J

4l

T ]T'\

kom
VECTOR| | pyrtr_w(trl, 4}-RDTATE_X[— —_— -RDTATE_Z[ ]], k, 0, 3]
WL 2 o 2

Im ersten Ausdruck sehen wir das Ergebnis von acht Drehungen um die x-Achse um jeweils
45°, die dreizackigen Pyramiden werden um jeweils 90° um die z-Achse gedreht. Weitere Ro-

tationen sind notwendig, dann entsteht z.B.:

Die vierseitigen Zacken wurden rot gezeichnet, die dreiseitigen blau.



Jetzt soll es an die Berechnung des Kor-
pers gehen. Als Referenz dient eine Ta- Volumen 9

belle aus Wikipedia: — V= §a3 (6 +5v/2)

Grofken eines Rhombenkuboktaeders mit Kantenlange a

Oberflacheninhalt

21,46 a2 Ao =2a’ (9+V3)

Umkugelradius

a
:1,43 R—Efv"i}+2\/§

Kantenkugelradius

a
=2 /4423
1312 r=gyi+2v2

Flachenwinkel 1
(Quadrat-Quadrat) cos ) = _Ev-j
= 135"

Flachenwinkel I3
(Quadrat-Trigon) Cos g = _V §
: 144:! Ml sll

Eckenraumwinkel
=1,108

0=2r— a.rccos(—%ﬁ)

Die Oberflache ist einfach und das Volumen setzt man aus 18 nach innen gerichteten quad-

ratischen und 8 ebenfalls nach innen gerichteten Pyramiden mit gleichseitigen Dreiecken als
Basis zusammen. Dazu benétigt man die Pyramidenhéhen und vorerst die Seitenkanten der

Pyramiden = Abstand eines Eckpunkts zum Mittelpunkt.

Fur die Seitenkante s ergibt sich: _ a+y(2:42 +5)

2

Damit lassen sich die Hohen berechnen ...

a- (2.2 +5) )2 a.2 )2 (2 + 1)-]al
2 2 2
a- (2.2 +5) )2 a3 )2 S22 +3)a)
e (2T (7)) -
2 3 6

... und schlieRlich das Volumen:
2

2 J2 1 8.a Je J3
18.a -a- + — wf3-a- + 3 )
2 2 4 6 2 2.a +(5:42 + 6)

3 3 3

Der Radius der Umkugel ist der Abstand einer Ecke zum Mittelpunkt (= Seitenkante der In-
nenpyramiden) und der Kantenkugelradius ist der Abstand einer Kérperkante zum Mittel-
punkt:

J2 1 a a
(&2} 53]

2 2 2 2

J2 1 a
SR A

2 2 2

J(2.42 +5).]a]

2

J(2:2 + 4).]a]

2



Der Flachenwinkel zwischen zwei benachbarten Quadraten ist der AuRenwinkel eiens regel-
mafigen Achtecks und fir den Winkel zwischen Dreieck und Quadrat braucht man drei
Punkte: die Spitze eines Dreiecks S7 und die Mitten zweier Seiten:

ARCCOS

r e
ARCCOS] -

144.7356103

Jetzt wird es aber erst richtig spannend.

In Wikipedia und auch in Weisstein’s Concise Encyclopedia habe ich den zum Rhombenkubo-
ktaeder dualen Korper gefunden: das Deltoidalikositeraeder. Es besteht aus 24 Seitenflachen
(entsprechen den 24 Ecken des RhKo.), die allesamt Deltoide mit gleichen Abmessungen

sind.

Diese Deltoide entstehen auf folgende Art und Weise:
man verbindet die Mittelpunkte der vier Kanten, die in ei-
ner Ecke zusammenkommen. Das ergibt ein gleich-schen-
keliges Trapez mit drei gleich langen Seiten.

Der Umkreis dieses Trapezes ist da zugleich Inkreis eines
Deltoids. Alle auf diese Weise gewonnenen Deltoide bil-
den den gesuchten Korper.

(Siehe Grafik aus Wikipedia)

Zur lllustration wird die Ecke Q1 mit den Kanten nach P1, Q2, S2 und Q8 und die entspre-
chenden Seitenmitten gezeichnet. Die Seitenmitten bilden die Ecken T1 — T4 des entstande-

nen Trapezes.

aQl




Die Seitenlangen werden berechnet und ergeben sich mit av2/2, av2/2, av2/2 und a/2. Da-
bei ist a noch immer die Kantenlange des urspriinglichen Rhkos. Alle Zeichnungen werden
mit a = 3 ausgefihrt. Der Zusammenhang Trapez-Deltoid wird vorerst in der Ebene studiert.
Die gewonnenen Malie sollen dann in die raumliche Figur ibernommen werden.

Das Trapez wird fir a = 3 in die Ebene libertragen und die Abmessungen des Deltoids wer-
den gesucht.

T1 = rechter Basispunkt ist klar: [av2/4]. Der rechte obere Punkt T2 wird berechnet. Seine
x-Koordinate ist a/4. Daher muss man Kreis um T1 mit Radius av2/2 mit x = a/4 schneiden.

a a2 )2 2 a2 )2
SOLVE[x = — & |x - +y = . [x, ]
4 4 2

a anf(2:2 + 5) a an/(2:42 + 5)
Xz —AY=z - —7"""————| V]|Xz=—AYz ——
4 4 4 4

Dies sind die Trapezecken mit allgemeinem a:

J2.a J2:a a af(2:2 + 5) a a-f(2:2 + 5)
tl_ = , 0], td4_ = |- , o 2=/, — |, t3_=]-—) —
4 4 4 4 4 4

Die Diagonale von rechts oben nach links unten gibt im Schnittpunkt mit der y-Achse den Di-
agonalenschnittpunkt DD. Er wird spater gebraucht.

a. /(14 - 8../2)
dd == |0,
4

Fiir den Umkreis des Trapezes gelten die Formeln:

Umkreisradius: r = i\/(ab +cd)(ac+bd)(ad +bc)

Flache: A:\/s(s—a)(s—b)(s—c)s—d) mit s=w

Das lasst sich mit einem CAS leicht berechnen und fiihrt zum Umbkreisradius:

J(34.02 + 204).|a]
r_ =

34

Sein Mittelpunkt ist der Schnitt einer Seitensymmetralen mit der y-Achse:

[ a.J(136.2 + 238) ]
Us

68

Damit kann der Umkreis auch gezeichnet werden (natirlich wieder mit a = 3):

X + =r

2 [ a-J(136.2 + 238) ]2 2
y —

68



Die Eckpunkte des Deltoids sind dann die Schnittpunkte der Tangenten an den Umbkreis in
den Ecken des Trapezes. Zwei dieser Tangenten seien hier angefiihrt:

tal

= r

Xedea2 [ a-/(136-,/2 + 238) ] [ a-/(136-/2 + 238) ] 2
+ |y — 0 -

4 68 68

tad = -

x-a-2 [ a../(136./2 + 238) ] [ a./(136./2 + 238) ] 2
+ |y - |0 -

4 63 63

Sie werden geschnitten und ergeben die Ecken des Deltoids. Hier z.B. die Ecke D4:

a-/(14 - 8.42) ]

(SOLUTIONS(tal » ta4, [x, y])) = [U, -
4

a./(14 - 8./2) ]

dd := [U, -
4

Das alles kann — und soll — natlirlich begleitend zur Rechnung im 2D-Fenster gezeichnet wer-
den. Allfdllige Denk- oder Rechenfehler werden sofort entdeckt und kénnen behoben wer-
den.




Jetzt werden die Abmessungen des Delto-
ids berechnet. Eine weitere Tabelle aus
Wikipedia (deutsch) dient als Referenz.
(Hier ist aber mit a die langere Seite des
Deltoids gemeint.)

Man findet, dass D1, D3 und der Diago-
nalenschnittpunkt in der gleichen Héhe
liegen.

Mit den bekannten Punkten am Deltoid
konnen dessen Lange der Seiten und Dia-
gonalen leicht bestimmt werden.

Die Seiten a und b, sowie die beiden Dia-
gonalen e und f:

(Hier ist a immer die Kante des RhKo.)

2.1 - J2).]a]

(b_d = |d2 - d1]) = b_d :

7

(a_d = |d4 - d1]) = a_d = J(4 - 2./2).]3]

(e_d = |dl - d3]) = e_d = ,J2-]a&]

2..J(31 - 8.2).]a|

(fd = |d2 - d4]) = £.d:

7

Es ldsst sich leicht zeigen, dass diese Ergebnisse mit denen in der Tabelle vollstdndig libereinstimmen.

Groken des Drachenvierecks

Seitenverhiltnis | b= %(4 +v2)a

2 —_—
Flacheninhait A= %V’ﬁl 1+ 38,/2

w1
Inkreisradius . T+ 44/2
2\ 17
1. Diagonale . g\;m
i —
2. Diagonale f= = .v.ffalﬁ + 152

Spitze Winkel (3) 1 2 )
= 81° 34" 44" cosa=7 b
stumpfer Winkel (1)

1 -
B=—= (242
= 115° 15" 47" 08 | 8 { tv }

Die englische Wikipedia-Seite zeigt diese Tabellen nicht, sondern nur diese beiden Beziehungen der

Deltoidseiten a und b zu den Langen der Diagonalen (z.B. fir a):

nach Wikipedia: e_d = a_d/2*V(4+2v2) und f_d = a_d/7*V(46+15v2)

a_d
4+ 20402) = 2. ]a]

2

a_d 2../(31 - 8./2)]a]
(46 + 15..2) =

7 7

Flr spater braucht man die Abstéande der Basismitte des Trapezes zu den Spitzen des Deltoids:

J(62 - 16../2)+]a]

[d2 - dd| = |d4 - dd| =

14

J(14 - 8.2).|a]

2

Es fehlt noch der Flacheninhalt des Deltoids, den man mit der klassischen Formel Gber die

beiden Diagonalen berechnet:

2

f die d a .J(62 - 16../2)

2 7



In der Wikipedia-Tabelle wird die Flache als Funktion der Seite dargestellt:

2 2
a_d a «.J(62 - 16.2)
J(61 + 38.2) =
14 7

SchlieBlich wird mit den Winkeln des Deltoids geendet:

(d4 - d1).(d4 - d3)

ARCCOS[ ] = 81.57894188
|da - d1].|d4 - d3]
(d2 - d1).(d2 - d3)

ARCCDS[ ] = 115.2631743
|dz - di].|dz - d3]

Die Werte passen alle und jetzt missen die GréRen in den Raum Ubertragen und das erste
Deltoid um das Trapez errichtet werden.

Wie schon oben gesagt, die Trapezecken sind die Mitten der von Q1 ausgehenden Kanten.

Sie werden mit TT1_3, TT2_3, TT3_3 und TT4_3 bezeichnet und das Trapez kann gezeichnet
werden.

[t1_3, t2_3, t3_3, t4_3, t1_3]

Der Mittelpunkt der Trapezbasis DDD3 und der Diagonalenschnittpunkt DD3 im Raum wer-
den bestimmt. DD3 als Schnittpunkt der Diagonalen (TT1_TT3_ nTT2_TT4_) in Parameter-
darstellung

J2 1 a a
as +—| —, —
2 2 4 4

a a
(dd3 := SUBST(diagl_, u, 2 - 1)) = dd3 = [a, _ —]
2 2

ddd3 :

Der Abstand zwischen DD und D2 wird in den Raum auf den Diagonalen aufgetragen:

dd3 - ddd3s .
—  .Je2 - 16.y2).]al
|dd3 — ddd3]

D2_3 = dd3 +
14

J2 4 J2 4 J2 4
D2_3 =|a- + — 1, a- + — |, as +
7 7 7 7 7 7

Ahnlich , konstruiert man die restlichen drei Punkte

und erhélt das erste Deltoid (a = 3!). Die Figur zeigt
das Ausgangstrapez mit dem daraus gewonnenen
Deltoid:




Wenn das erste Deltoid zusammengesetzt ist, ist dann etwas raumliche Vorstellungskraft
nitzlich. Die Symmetrien der Figur werden eingesetzt und weitere Deltoide durch Drehung
um die z-Achse erzeugt und auch gleich gezeichnet

deltl = [D1_3, D2_3, D3_3, D4_3, D1_3]

3 3 0
3.2 12 3.2 12 3.2 12
+ + +
7 7 7 7 7 7
deltl :=
3 0 3
3.2 0 0
3 3 0

k.
VECTOR[[deTtl-ROTATE_Z[ ]], k, 4]
2

Das rechte Bild zeigt das erste Deltoid (schwarz) mit
den zusatzlich durch Rotation gewonnenen (rot).

Portionsweise konnen wir zusehen, wie der Kérper zu
seiner endgliltigen Gestalt heran-wachst.

Da die Oberflache aus zwei Scharen von unterschiedlich orientierten Deltoiden besteht,
muss man jeweils Deltoide herausfinden, die rotiert, die Figur schrittweise zusammenbauen.
Das ist ein wenig Tiftelei, lasst sich aber mit der simultanen Kontrolle im Zeichenfenster gut
bewadltige. Die zweite Familie von Deltoiden schlieBt den angefangenen Kranz.

3.2 0 0
3 -3 0
3.2 12 3.2 12 3.2 12
delt2 == + - + +
7 7 7 7 7 7
3 0 3
3.2 0 0

kem
VECTOR[[de]tE-ROTATE_Z[ ]], k, 4]
2

Das ist Status wahrend des Aufbaues.

Die nachste Zeile bildet den unteren Kranz und die beiden
folgenden Blocke schlieRen den Polyeder oben und unten.

Fertig!!



‘U’ECI'DR[[ delt3. RDTATE_Z[

m

2

EXY8

deltl. ROTATE_Y[
2

m
delt2. ROTATE_Y[—]
2

3.

delt2. ROTATE_Y[
2

deltl. ROTATE_Y[—]

J

)

ke kemr

]], k. 4], VECI'OR[[de'ItmRDTATE_Z[

m

delt3- ROTATE_Y[—]
2

e

2 2

3.

delt3. ROTATE_Y[
2

J

m

delt4. RDTATE_Y[—]
2

3em

delt4. RDTATE_Y[

J|

2

Jetzt fehlt ,,nur” noch die Berechnung der GréRBen des Kérpers — wieder mit einer Tabelle aus
Wikipedia als sehr willkommene Bestatigung. Hier sind alle GréRen als Funktionen der Delto-
idseiten a und b ausgegeben. Ich bleibe konsequent bei der Kantenldange a des urspriingli-
chen Rhombenkuboktaeders.

Groken eines regelmatigen Deltoidikositetraeders mit Kantenlange a bzw. b

2 .
V= ?a3ﬁ3292+206ﬁ=bw122+ 714/2

Volumen
=g,9a% = 14,91b3

Oberflaicheninhalt 12 | S— a

Apg = =a*y/ 2=6b6%,/29 - 2,2
= 18,3622 = 30,69b2 0= a'y/61+38/2 =65 /29 -2,
| i (224152 b [78+47/2
nkugelradius p=a vll — EV —
Kantenkugelradius | p — % (1++2) = g (2 +32)

Flachenwinkel 1

cos o = —— (7 4 44/2
=138°7'5" 17 ( V/_]
JD-Kantenwinkel
=135°

1
cos 7 = —51‘;’@



Die Berechnung der Oberflache ist einfach. An ihr wird die Umrechnung der Formel als Funktion der
Deltoidalkanten a (=s_a) und b (= s_b) demonstriert:

2
24ve_d.f d 24:a (62 - 16:,2)

2 7
s_a = a.d
s_a = J(4 - 2.2).|a]

) ) s_auf(2 +2)
SOLVE(s_a = /(4 — 2+2)ea, &) = la= — "~

2
z ) o 2 )
24:a /(62 - 16.,2) s_an (2 + 2) 12:s_a +/(38:2 + 61)
SUBST - =
7 2 7
2./(10 - J2).]a]
b_d =
7
2:/(10 - f2).a s_bJ(2:.2 + 20)
SOLVE|s_b = ,al=1a-=
7 4
2 r T. r T.
24.a /(62 - 16.,2) s_beJ(2:42 + 20) 2 ,
SUBST . a, = 6+s_b /(29 - 2.42)
7 4

Die Berechnung des Volumens ist schon etwas komplizierter. Der Korper setzt sich aus 24
nach innen gerichteten Pyramiden mit flachengleichen Deltoiden als Grundflache zusam-
men. lhre Hohe ist der Abstand vom Mittelpunkt (= Ursprung) zu einer Deltoidflache.

Das bietet eine schone Gelegenheit der Anwendung der Vektorrechnung im R3. Man berech-
net eine Flachenebene aus drei Punkten und tiber deren Normalvektor kommt man weiter

zum Abstand.

Das CAS ist dabei eine willkommene Unterstiitzung. Das sind die letzten Schritte. Man sieht
das Volumen als Funktion der Kantenldange a und auch als Funktion der Deltoidseite s_a.

[n:L0, 0, 0] - 1] J(136./2 + 238). |a|
[h = ] = hd =
[n] 17
24.e_d.f_d
SR | 3
2 16.(2../2 + 1).]a|
hd =
3 7
3 3
16-(2-2 + 1)-a s_a-f(J2 + 2) 2-s_a -J(206-,2 + 292)
SUBST , a, =
7 2 7

Der Radius der Inkugel stimmt mit der H6he der Pyramiden hd liberein.

Der Kantenkugelradius ist der Abstand einer Korperkante vom Mittelpunkt (= Ursprung).



[D3_3 + D2_3] J2-02 + 4)|a]

2 2
J(202 + 4).a s_anf(f2 + 2) J2 1
SUBST] - = 5_a + —
2 2 2 2
J(202 + 4).a s_b. (242 + 20) 3.2 1
SUBST , a, = s_h. b —
2 4 4 2

Der Flachenwinkel ist der Winkel, den die Normalvektoren zweier benachbarter Deltoide bil-
den. Dies ist der letzte Berechnungsschritt:

[4'2 1 J2 1 J2 ] [ J2 R 1 1 4’2]
6 3 6 3 6 6 6 303 6

05(a) = : , , , ,
[ 2 1 |2 1 42 ] [ |2 42 1 1 42 ]
6 3 6 3 6 6 6 3 3 6
4.2 7
ws(w) = + —
17 17

Wie man sieht, passt alles zusammen. Geschafft, aber ich muss zugeben, dass dieses Projekt
in Summe mir doch einige Zeit und Mihe gekostet hat. Die , kleinen” Erfolge unterwegs ha-
ben mich immer wieder zum Weitermachen ermutigt.

Und ein solches Projekt entwickelt natiirlich eine gewisse Eigendynamik. So habe ich mir
dann noch in den Kopf gesetzt, auch noch den Kreis (Umkreis des Trapezes = Inkreis des Del-
toids) im R3 zu zeichnen. Es ist gelungen, wie das nachste Bild zeigt.

74

Hier ist ein Ausschnitt aus dem DERIVE-3D-Fenster und dann folgt ein Ausschnitt aus der Pa-
rameterdarstellung des Kreises:

(2 - 2D J(t (202 + 5) - 6:/2 - 12).J(-t) J2.t 3.2 3
- + + —,
4 4 2 2

[ J2o002 = 1)0J(£ (242 +5) = 6.2 = 12).J(=t) — t + 3.2 + 6) J

4



Man sieht jeweils nur die x-Koordinate der Parameterdarstellung der beiden Aste.

Es ist durchaus moglich, dass dies einfacher geht, aber ,that’'s My Way”.

Jetzt, da alles erledigt ist, muss auch noch die Frage nach der ,Dualitat” beantwortet wer-
den. In einem Polyeder der dual zu einem anderen ist, entspricht jede Ecke des einen eine
Flache des anderen. Kanten gehen wieder in Kanten Gber. Wie ist das hier?

Der Rhko. hat 26 Flachen, davon sind 18 Quadrate und 8 gleichseitige Dreiecke, dem ent-
sprechen im Deltiodal... 18 Ecken, von denen 4 gleich lange Kanten ausgehen und 8 Ecken
mit drei gleich langen Kanten. Den 24 Ecken des Rhko., von denen je zwei Dreieck- und zwei
Quadratseiten ausgehen, entsprechen im dualen Korper 24 Flachen (Deltoide) mit zwei paar-
weise gleichen kurzen und langen Seiten.

Der zum Deltoidal... duale Polyeder ist natiirlich wieder das Rhombenkub... . Die Riickkon-
struktion ware ja auch ganz interessant ...

PS.: Ich héatte ja noch eine Idee (siehe Eigendynamik): aus den Deltoiden kénnten ja wieder
Zacken wachsen — welcher Stern wird das??

Mein besonderer Dank gilt den Herren Hubert Lang-

lotz, Frank Liebner, Sebastian Rauh und Dirk Ritschel,
die mich mit einem T3-Webinar zu dieser Weiterbe-

handlung des Herrnhuter Sterns inspiriert haben.

Einige passende Websites:

https://de.wikipedia.org/wiki/Rhombenkuboktaeder

https://mathworld.wolfram.com/SmallRhombicuboctahedron.html

http://www.mathematische-basteleien.de/rhombenkuboktaeder.htm

https://de.wikipedia.org/wiki/Deltoidalikositetraeder

https://en.wikipedia.org/wiki/Deltoidal icositetrahedron#Dimensions

https://mathworld.wolfram.com/Deltoidallcositetrahedron.html

https://www.mineralienatlas.de/lexikon/index.php/lkositetraeder

https://de.wikipedia.org/wiki/Polyeder#Dualit%C3%A4t

https://mathematikalpha.de/duale-polyeder
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