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Lineare Regression Teil 2 — Der Korrelationskoeffizient

Die unten stehende Tabelle zeigt den Endstand in der Hauptrundengruppe | bei der Hand-
ballweltmeisterschaft 2025. Stellt man beispielsweise den Zusammenhang zwischen den
erzielten Toren und den erreichten Punkten grafisch dar, so ergibt sich das danebenstehen-
de Diagramm".

HAUPTRUNDE GRUPPE | 9] @
Platz Team Sp. S 1] N Tore Diff. Pkt. v g ®
1 2= Dinemark 5 5 0 0 178:121 57 10 % ] o ]
(=}
2 M peutschland 5 4 0 1 155:137 18 8 e
3 Schweiz 5 2 1 2 144:138 6 5 0 O
— T T T T T

4 I B italien 5 2 0 3 129:149 -20 4 110 120 120 M?orgso 160 170 1€0
5 s  Tschechien 5 1 1 3 111:125 -14 3
6 Tunesien 5 4] 0 5 117:164 -47 0

Die Behauptung ,Je mehr Tore erzielt werden, desto hoher ist die erreichten Punktzahl.”
stimmt sicher so nicht, denn der Tabellenletzte hat hier mehr Tore erzielt als der Tabellenvor-
letzte, aber weniger Punkte erhalten. Der Formulierung ,Je mehr Tore erzielt werden, desto
groler ist in der Regel eine hohe Punktzahl.” kénnte man vermutlich eher zustimmen.

Mathematiker haben eine Methode entwickelt, die die Qualitat solcher Zusammenhange zwi-
schen zwei Variablen durch eine Zahl, den ,Korrelationskoeffizienten“ beschreibt.

Im Folgenden wird zun&chst beschrieben, wie diese Zahl definiert wird. Dann geht es darum
Zu zeigen, wie der Korrelationskoeffizient mit einem einfachen wissenschaftlichen Taschen-
rechner, dem TI-30X Prio MathPrint™, einem der durch die Kultusministerkonferenz fur das
Abitur ab 2029 zugelassenen Taschenrechner, ermittelt werden kann.

Korrelation beschreibt den Zusammenhang zweier Variablen

Beispiele
Zwei Variablen werden als ,,positiv korreliert” beschrieben, 1 ¢
wenn grol3e Werte der einen Variablen im Allgemeinen mit gro-
Ren Werten der anderen und kleine Werte der einen mit kleinen | & *

Werten der anderen zusammengehen. 1e

(Je alter ein Kind wird, desto grof3er ist seine Ful3lange.) 12345678810

alter

fusslange
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! Alle Diagramme wurden mit der Software von TI-Nspire erstellt.
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Hingegen heil3en zwei Variablen ,,negativ korreliert”, wenn im S
Allgemeinen grol3e Werte der einen mit kleinen Werten der ande- °
ren und kleine Werte der einen mit groRen Werten der anderen it “1 e
Variablen zusammengehen. e ®
(Je mehr Tore eine Mannschaft wahrend eines Wettbewerbs er- 1.5+ ° °
Zielt, desto besser ist ihre Platzierung, also desto Kkleiner ist ihre 0‘0120 e
Platznummer.) toreerzielt
@
Zwei Variablen werden als ,,unkorreliert” bezeichnet, wenn £
grof3e Werte der einen sowohl mit grof3en als auch mit kleinen 5 5] o
Werten der anderen und umgekehrt zusammen auftreten. . ) o® *
(Das Alter der Trainer korreliert nicht mit der Tordifferenz ihrer e,
Mannschaften bei einem FuRballturnier.) 3436 3 40 42 44 46 48 50 52 54 56

Erlauterung

Was aber heil3t ,grol3“ und was heifdt ,klein“ in solchen Zusammenhangen? Dazu schreibt
der bekannte Statistikprofessor Walter Kramer (s. Kramer, S. 110 — 112) u.a.: ,Das konkrete
Ausmal’ der Korrelation und dessen Messung ist ein Problem fur sich. Seine Lésung geht
auf den Englander Sir Francis Galton (1822-1911) zurtck. [...] Die Losung geschieht in zwei
Etappen. Der erste Schritt ist, zu entscheiden: Was heift ,gro* und was heif’t ,klein“? [...]
Galton hat diesen gordischen Knoten elegant durchgeschnitten: ,grolR* ist grélier als der
Durchschnitt und ,klein“ ist kleiner als der Durchschnitt. Der zweite Schritt besteht darin, die
jeweiligen Abweichungen vom Durchschnitt geeignet zu gewichten. Angenommen, ein Ob-
jekt [...]ist in beiden Variablen gréRer als der Durchschnitt. Dann gehen die Abweichungen
vom Durchschnitt je nach Ausmal’ unterschiedlich in den Korrelationskoeffizienten ein. Wenn
ein Mann bei Grol3e und Gewicht nur knapp den Durchschnitt Gberschreitet, so spricht das
weniger fur eine positive Korrelation, als wenn er bei beiden Variablen den Durchschnitt be-
trachtlich tGberschreitet (und spiegelbildlich, wenn er bei beiden Variablen den Durchschnitt
betrachtlich unterschreitet). Liegt er gar bei der GréRe tber und beim Gewicht unter dem
Durchschnitt, ist das sogar ein Gegenargument. Galtons Vorschlag: Die Abweichungen vom
Durchschnitt sind miteinander malzunehmen.

Sind beide hoch negativ oder hoch positiv, ergibt sich ein grofl3es positives Gewicht.

Ist einer oder sind beide eher klein, ergibt sich ein kleines positives Gewicht.

Ist eine oder sind beide Null, ergibt sich ein Gewicht von Null.

Ist eine positiv und die andere negativ, so ergibt sich ein negatives Gewicht.

Diese Gewicht werden dann aufsummiert, durch die Anzahl der Wertepaare und die beiden
Standardabweichungen geteilt, und voila: Da ist der berihmte Korrelationskoeffizient.”

Formel 1 fur den Korrelationskoeffizienten
Der Text von Kramer kann unmittelbar in eine passende Formel gebracht werden:

S -® G-

r=
N I R I
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Fir einen einfachen Fall wird der Korrelationskoeffizient mit dieser Formel handschriftlich

berechnet:
v o TIHOHL oo Z140+2 1
2 ® Y=g VY E T T3
1 _ _ 1 4 1 5
! ;'Z?ﬂ(xi—x)'(}’i—ﬁ=§'<(—1)'(—§)+0'(—§)+1'5)=1
| T | Loyn (o —%)2= |2 [(-D2+02+12] = |2
° B n Si=1V 3 3

S|

BEmoi-yr= B0+ (-0 + )] = == ﬁ ~ 0,98

Es soll nun exemplarisch klargemacht werden, weshalb fur die Definition des Korrelations-
koeffizienten die Division des Produkts der Abweichungen der x- und y-Werte von ihren

Mittelwerten durch das Produkt der Standardabweichungen der x- und der y-Werte sinnvoll
ist:

* Alle x-Werte und alle y-Werte der Punkte vom ersten Beispiel wur-
den verdoppelt. Ihre gegenseitige Lage ist nach der Verdopplung
geometrisch ahnlich zur vorherigen Situation.

1 "
3

_ 2 1 _ _
T =0y=—"F—=5 XL -0 (i —¥) =

LS -0t = B0 = a2

st = ) 0 G- B i
— 4 _ 1 5
r_z-\/g.z.\/g_\/g_\/%~0,98

Ohne die Division durch das Produkt der Standardabweichungen wiirde sich das Produkt der
Abweichungen der x- und y-Werte von ihren Mittelwerten durch die Vergrol3erung der
Abstéande zwischen den Punkten verandern. Die Division durch das Produkt der Standard-
abweichungen der x- und der y-Werte erzwingt eine Normierung. Der Korrelationskoeffizient
r bleibt dadurch gegeniber der ersten Situation (Seite 3 oben) unverandert.

[ee}

© T3 Deutschland 2025 Seite 3



Lineare Regression Teil 2 — Der Korrelationskoeffizient Wilfried Zappe

Fur die beiden nachsten Falle werden nur die Ergebnisse angegeben. Interessierte Leserin-
nen und Leser kdnnen das gern handschriftlich nachrechnen.

2

Y

Tr =

=0
2

Wie sich schon an diesen einfachen Beispielen sehen lasst, ist die Anwendung der Formel 1
ziemlich aufwendig. Im Anhang finden Sie eine Umformung der Formel 1 fur den Korrelati-
onskoeffizienten r in eine Gestalt, die fiir die Anwendung durch den TI-30X Prio MathPrint™
hilfreich ist, weil sich damit die Rechnung mit dem Taschenrechner einfacher bewaltigen
lasst. Diese Formel wird nun angegeben und verwendet.

Formel 2 fur den Korrelationskoeffizienten (Beweis im Anhang):
ny_zxr'lz}’

Tr =

2 (zx)z\/ 2 &2
\/Zx NI Y T

Fiir die Rechnung mit dem TI-30X Prio MathPrint™ sind dabei folgende Hinweise hilfreich:
e Unter werden die Werte fur die x-Koordinaten (L1) bzw. y-Koordinaten (L2) in
den Listeneditor tUbernommen.
o Mit wird die Zwei-Variablenstatistik fir L1 und L2 aufgerufen.
o Den angegebenen KenngrofRen lassen sich die zur Anwendung der Formel notwen-
digen Werte entnehmen.

¢ Um eine KenngréfRRe in den Hauptbildschirm zu tbertragen, wird die Taste mit der
Zahl vor dem Term gedrickt. Dabei wird ,im Hintergrund“ auch der zugehdérige Wert

aktiviert.

Beispiel: Um ), xy in den Hauptbildschirm zu kopieren, wird 6 gedruckt.

e Mit [2nd][data](T] geht es zuriick in die 2-Variablenstatistik, um die nachste benétigte
Kenngrol3e zu tbertragen.

e Hinweis: Sollte man mit [2nd](data](1] nicht in den Bildschirm mit den KenngréRen der
Zwei-Variablenstatistik gelangen, kann dieser mit wieder aufgerufen wer-
den.
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Im Folgenden wird die Anwendung auf das Beispiel von Seite 3 oben gezeigt. Dabei werden
einige Teilterme des Ausdrucks einzeln berechnet und deren Ergebnisse unter Variablen
gespeichert. Das Endergebnis wird dann mithilfe dieser Variablen

! ermittelt-
: » DEG
; ;1 SNl DISTR
. 1 2 1:StatVars
s || |memm———|mm— 2:1-VAR STATS
3= EH2-¥AR STATS
| _ ! 2=VAR STATSHRN t T
. il oain L 0 Ls n=
2:2x=0
PREG: (s L1 L3 s |[832%32
g = =
l’-ﬂix9=3 1.414213562
[su2-<Ep% 5 whe  0.981980506
2.160246899

Der Korrelationskoeffizient hat wie auf Seite 3 den Wert r = 0,98.
Dies entspricht einem hoch positiven Zusammenhang.

Analog erhélt man auf diesem Wege fur die beiden anderen Beispiele von Seite 2 und 3
ebenfalls die dort ermittelten Werte fiir r.

Auf etwas kirzerem Wege wird der Korrelationskoeffizient fir das Eingangsbeispiel von Sei-
te 1 fur den Zusammenhang zwischen den erzielten Toren und den erreichten Punkten be-
rechnet. Der Term fur Formel 2 wird als Ganzes nach und nach in den Hauptbildschirm ko-
piert und ausgewertet:

® (S BES
o 178 10 S | 129 y
® 155 8 111 3
e 144 5 117 0
3 o © 129 R R -—=-=-]
“3] @ L3(1)= L2(7)=
DES
ol o STAT DISTR 2-VAR STATS
110 120 130 140 130 160 170 180 |1:StatVa %DATA: Lz L3
2:1-VAR STATS L
FREQ: 03 L1 L2 L3
EH?-VAR STATS CALC

P—Varill, 2,1 £yye IXHTY
o834 2129230.4 N
He= X =Y
313%2=119096 E‘Hzxs-4589 {zxe-55 *Jz”’ n
LT D:'G i
szZ- 2:2 *szz-zT’z
0.930238704

Wegen r = 0,93 liegt ein stark positiver Zusammenhang zwischen der Anzahl der erzielten
Tore und der Anzahl der erreichten Punkte vor.
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Bemerkungen zur Interpretation des Korrelationskoeffizienten r:

Esgiltstets -1 <r < 1.

Giltr = + 1, so besteht ein perfekter positiver, fir r = - 1 ein perfekter negativer linearer Zu-
sammenhang zwischen den beiden Merkmalen.

Liegt r nahe bei + 1 bzw. nahe bei — 1, so spricht man von einem hohen positiven bzw. ho-
hen negativen Zusammenhang beider untersuchter Merkmale.

Ein Wert von z. B. + 0,6 bedeutet, dass ein mittlerer positiver Zusammenhang besteht, ein
Wert von z. B. - 0,2, dass ein kleiner negativer Zusammenhang vorliegt.

Gilt r = 0, so besteht kein linearer Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen.

Es ist aber durchaus mdglich, dass ein Korrelationskoeffizientr = 0 el ® °
zwischen zwei Variablen zwar nicht mit einem linearen Zusammen-
hang einhergeht, aber es durchaus einen nichtlinearen Zusammen- =
hang zwischen ihnen geben kann. Das nebenstehende Diagramm 15] hd ks

. . ]
veranschaulicht einen solchen Fall. T35 3530 35 10 25 55

Hierbei ist zu erwéhnen, dass der Korrelationskoeffizient zwar etwas tiber die Korrelation
aussagt, sich aus dem Ergebnis aber nicht zwingend ein kausaler Zusammenhang ableiten
l&sst.

Ein bekanntes Beispiel fur eine solche ,Scheinkorrelation* ist die Korrelation zwischen der
menschlichen Geburtenrate und der Zahl der Storchenpaare in verschiedenen europaischen
Regionen (s. Wikipedia). Obwohl es eine Korrelation zwischen der Zahl der Geburten und
der Zahl der Storchenpaare gibt (d. h. mehr Geburten und gleichzeitig mehr Storchenpaare),
gibt es keinen kausalen Zusammenhang (die falsche Schlussfolgerung, dass die Kinder vom
Storch gebracht werden). Die Korrelation zwischen Geburten und Storchpaaren ergibt sich
daraus, dass in landlichen Regionen mehr Stérche nisten und tendenziell auch mehr Kinder
pro Paar geboren werden.
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Anhang
Die Formel 1 kann vereinfacht werden. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im Fol-
genden die Indizes fur die Zahlvariable beim Summenzeichen weggelassen.

Zahler:
1 _ 1 _ _ _
;'Z?ﬂ(xi—x)'(yl'—w Z;'Z(xi'%'—}"xi—x'yl"l'x'Y)=

1 _ 1 _ 1 1 _
= XX Y=Y o RN XXyt XXy

1 R _
= XXy Y E-yoX+

_ 1 _
'n'y'x:Z'in'yi_y'x

Sk

Nenner:
Mit — S0, — %) = Naf =2 X Nx+ 5 Nil = Naf —2-F + X2 = - Taf - &

und entsprechend fur den zweiten Faktor folgt:

n

1 _ 1 _ 1 _ 1 _
\/;'Z?:l(xi —X)* \/;'Z?ﬂ()’i -y = \/;'inz —x? '\/—'Z}’iz - y?
Fur den Korrelationskoeffizienten ergibt sich:

1 _
TLXYi—VX E(X'Y)-E(X)-E(Y) _ n__n on

n n n

" S " EOD-EOEOD-ED? e [y’

e e

n

1 C0?). [1 C»)? 2 2
\/z'(ZXZ‘Tx)'\/z'(Zyz‘ ) Jsz GE \/Zyz )
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