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T3 Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

Einleitung

Die in den Bildungsstandards fiir Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife aus
dem Jahr 2012 aufgestellten thematischen Forderungen in der Leitidee ,Daten und
Zufall“, die stochastischen Vorstellungen der Sekundarstufe | u.a. durch weitere Ver-
teilungen, Simulationen und Methoden der beurteilenden Statistik zu erweitern und
zu vertiefen’, veranlasste eine kleine Arbeitsgruppe von T2 in Thiiringen dazu, sich
mit zwei dieser Themengebiete intensiver zu befassen.

Zum einen wird in diesem Heft aus inhaltlicher Sicht versucht, flr die Schilerhand
einen Zugang zu stetigen Verteilungen, insbesondere mit Blick auf die Normalvertei-
lung, anzubieten. Die Normalverteilung wird bei der Verfligbarkeit von digitalen
Werkzeugen vor allem unter dem Aspekt der geeigneten Modellierung von stochasti-
schen Situationen betrachtet. Wir unterbreiten konkrete Vorschlage, wie man im Un-
terricht die Behandlung der Normalverteilung mit dem TI-Nspire™ CAS umsetzen
kénnte.

Ein zweiter Schwerpunkt sind Elemente der beurteilenden Statistik.

Neben dem Ldsen typischer Aufgaben zu einseitigen und zweiseitigen Signifikanz-
tests werden wir Anregungen geben, mit dem Verfahren des sogenannten P-Wert-
Testens einen intuitiven Zugang in die beurteilende Statistik zu bekommen. Uns er-
scheint dieser Weg besonders geeignet, um das eigentliche Ziel solcher Testverfah-
ren zu vermitteln. Darauf aufbauend werden konkrete Beispiele vorgestellt, wie ein-
seitige und zweiseitige Signifikanztests (fuir diskrete und im Kapitel 5 auch fiir stetige
ZufallsgroRen) mit dem TI-Nspire™ CAS modelliert werden kénnen.

Der Zusammenhang zum Schatzen mittels Konfidenzintervallen wird angedeutet.
Verknlpft werden die beiden Themengebiete durch die zentrale Idee der Simulation.

In einem eigenen Kapitel werden hilfsmittelfreie Aufgaben fiir beide behandelten
Themengebiete vorgestellt. Aufgaben dieser Art sind Bestandteil im Zentralabitur
vieler Lander und erfordern auch im Unterricht entsprechende Beachtung.

In allen Kapiteln werden vielfaltige Aufgabenbeispiele mit zum Teil ausfuhrlichen L6-
sungen dargestellt. Die Struktur der Kapitel orientiert sich am Thuringer Lehrplan fur
Mathematik von 2013.

In Kapitel 1 und 2 (Normalverteilung und zweiseitige Signifikanztests) sind die The-
men zusammengefasst, die von allen Schulern bearbeitet werden mussen.

Kapitel 3 und 4 (Einseitige Testverfahren und Standardisierung der Normalverteilung)
nehmen Bezug auf Thiringer Wahlthemen.

Im Kapitel 5 wird ein Ausblick auf Testverfahren unter Verwendung der Normalvertei-
lung gegeben.

Den Abschluss bilden die Kapitel zu hilfsmittelfreien Aufgaben bzw. mit Aufgaben,
die unter Verwendung des digitalen Werkzeugs bearbeitet werden sollen.

! BisTa s. 26
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Ein grofes Dankeschdn geht an diejenigen, die sich die Mihe gemacht haben, unse-
re Arbeit aus ihrem speziellen Blickwinkel zu begutachten sowie kritisch zu hinterfra-
gen, und die uns viele Tipps zur Fertigstellung dieses Heftes gegeben haben.
Hervorheben wollen wir hier Andreas Eichler, Dérthe Moll und Reimund Vehling.

Hubert Langlotz Herausgeber

Autoren: Georg-Christian Brickner, Annett Fiedler, Ralph Huste, Tobias Kellner,
Hubert Langlotz, Andreas Prémmel, Wilfried Zappe

Quelle: Tobias Kellner
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T3 Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

1. Stetige Verteilungen — die Normalverteilung
Georg-Christian Briickner, Tobias Kellner, Wilfried Zappe

Einflihrung

Zunachst stellen wir einige wiederholende Aspekte in den Vordergrund.
Zufallsexperimente sind dadurch gekennzeichnet, dass es bei jeder Durchflihrung
mehrere mogliche Versuchsausgange gibt, es aber nicht moglich ist, vorherzusagen,
welches dieser Ergebnisse im konkreten Einzelfall eintreten wird. Die Menge aller
maoglichen Versuchsausgange heil’t Ergebnismenge Q, jede Teilmenge von Q wird
Ereignis A genannt. Die Anzahl des Auftretens von A bei n Versuchsdurchflihrungen

ist die absolute Héufigkeit H(A), daraus wird die relative Haufigkeit h(A) = 2@

n
berechnet.
Je groler der Stichprobenumfang n wird, desto mehr stabilisieren sich bei unab-
hangiger Wiederholung ein und desselben Zufallsversuchs die relativen Haufigkeiten
h(A) um einen Wert p, der zur Festlegung der Wahrscheinlichkeit P(A) verwendet
wird. P(A) beschreibt gewissermallen die Chance des Eintretens von A bei sehr vie-
len Versuchswiederholungen. Theoretischer Hintergrund ist das schwache Gesetz
der grofen Zahlen?.
Eine Wahrscheinlichkeit kann auch aus theoretischen Erwagungen heraus festgelegt
werden. Nimmt man z. B. beim Werfen einer Miinze an, dass beide Seiten aus
Symmetriegriinden die gleiche Chance haben, oben zu liegen, wird die Laplace-
Wahrscheinlichkeit P(Zahl) = P(Wappen) = 0,5 festgelegt.
Eine Zuordnung X: Q —R, die jedem Ergebnis eines Zufallsversuchs eine reelle Zahl
zuordnet, heildt ZufallsgroBe oder Zufallsvariable.
Im Folgenden wird zwischen diskreten und stetigen Zufallsgré3en unterschieden. Bei
diskreten ZufallsgroRen enthalt der Wertebereich nur abzahlbar viele (oft ganzzahli-
ge) Werte, stetige Zufallsvariablen dagegen kénnen jeden reellen Wert aus einem
Intervall annehmen.
Diskrete ZufallsgréRen zeichnen sich durch gemeinsame Eigenschaften aus:
Sie umfassen abzahlbar viele (oft ganzzahlige) Werte x;.
Sind es endlich viele Werte, so kann man flr die Zufallsgréf3e X schreiben:

- X ={xq; Xo; e Xi5 s Xn)

- Zu jedem Wert x; von X gehért eine Wahrscheinlichkeit p;.

- Die Zuordnung x; — p; heil’t Wahrscheinlichkeitsverteilung.

- Fdir alle Wahrscheinlichkeiten p; gilt:

n
OSpislundei=1

=1
Wichtige KenngroRRen fur diskrete ZufallsgroRen mit endlich vielen Werten:
- Fur den Erwartungswert E (X) der Zufallsgrofie X gilt:

ECO =) (%)
i=1

- Fur die Standardabweichung a(X) der ZufallsgréRe X gilt:

(0 = | ) (- (xi = EC0))
i=1

2 Lehn, J. & Wegmann, H. (2013)

Seite 6 © 2016 T° Deutschland



T Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

Beispiel — Gleichverteilung Wiirfelzahlen

Ein idealer Wirfel wird geworfen, die betrachtete ZufallsgréfRe ist die gefallene Augenzahl,
die naturlichen Zahlen 1 bis 6 sind ihre Werte. Unter der Annahme, dass alle Seiten des
Wiirfels die gleiche Chance haben, oben zu liegen, geht man von einer Laplace-
Wahrscheinlichkeit fur jede Augenzahl von einem Sechstel aus. Die Tabelle zeigt in den
beiden oberen Bildern die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser gleichverteilten Zufallsgré-
Re als Tabelle bzw. als Graph.

In den beiden unteren Bildern wird die Erfassung von 600 simulierten Wurfen in einer Urlis-
te sowie deren Haufigkeitsverteilung dargestellt. Das obere Bild zeigt das Histogramm der
theoretischen Gleichverteilung.

T —
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Abb. 1.1 Histogramm der theoretischen Gleichverteilung

Saulendiagramme wie das oben rechts dargestellte nennt man Histogramme®. Hinweise
zur Erstellung von Histogrammen finden Sie auf Seite 19.
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Abb. 1.2 Histogramm der simulierten Gleichverteilung

Neben den diskreten ZufallsgréRen gibt es auch solche, deren Werte, abgesehen
von ihren Einheiten, ein Intervall reeller Zahlen vollstéandig ausfillen. Die Wartezeit
auf die StraRenbahn eines zufallig eintreffenden Fahrgastes kann man als stetige
ZufallsgroBe modellieren, denn sie kann theoretisch alle reellen Werte von 0 bis zu
einer oberen Grenze annehmen.

3 Im Aligemeinen werden die Saulen als "Stabe" (,ohne” Breite) gezeichnet. Sie lassen sich so sinnvoll zur Darstellung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von diskreten ZufallsgréRen einsetzen, die Hohe der Saule ist die Wahrscheinlichkeit.
Der TI-Nspire™ CAS liefert solche Stabdiagramme nicht bzw. nur mit zusatzlichem Aufwand, sondern Punktdiagramme oder
Histogramme.

© 2016 T° Deutschland Seite 7
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Beispiel — Gleichverteilung Wartezeit

Tagsuber fahrt vom Erfurter Anger alle 10 Minuten die Stralenbahnlinie 2
zum ega-Park®. Die ZufallsgréRe X beschreibt die Wartezeit eines zufallig
eintreffenden Fahrgastes in Minuten. Die Wartezeit kann theoretisch jeden
reellen Wert x zwischen 0 und 10 Minuten annehmen, falls die Bahn
punktlich ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit im Intervall 0 < x < 10 liegt, ist 1.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit im Intervall 0 < x < 5 liegt (hdchstens

5 min Wartezeit), ist - (5 - 0) = ~.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit im Intervall 2 < x < 4 liegt (mindestens 2
min und héchstens 4 min Wartezeit), ist 11—0- (4-2)= g

Allgemein Iasst sich die Wahrscheinlichkeit fur die Wartezeit in einem Intervall

a < x < b durch P(a < X < b) = —(b — @) modellieren.

Stetige Zufallsgréfen, insbesondere normalverteilte Zufallsgréfen, stehen im Mittel-
punkt der weiteren Betrachtungen.

Inhaltliche und didaktisch-methodische Aspekte eines phanomenologischen
Zugangs zur ,,Normalverteilung*

Die Bildungsstandards Mathematik fir den Erwerb der Allgemeinen Hochschulreife
fordern u. a.%:

Erhdhtes Anforderungsniveau

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen dariiber hinaus ...

» exemplarisch diskrete und stetige Zufallsgrofien unterscheiden und die ,,Glocken-
form® als Grundvorstellung von normalverteilten Zufallsgréfien nutzen
stochastische Situationen untersuchen, die zu annahernd normalverteilten Zufalls-

grofien fithren

Normalverteilte ZufallsgréRen sind Beispiele fur stetige ZufallsgréRen. Fur eine steti-
ge ZufallsgréfRe gilt, dass sie alle reellwertigen Argumente aus einem Intervall an-
nehmen kann. Die Normalverteilung approximiert die additive Uberlagerung vieler
kleiner identischer und unabhangiger Effekte zu einem Gesamteffekt (theoretischer
Hintergrund: zentraler Grenzwertsatz).
Typische Beispiele fiir das Modellieren von Sachverhalten mit der Normalverteilung
sind die KorpergrofRe oder das Geburtsgewicht von Neugeborenen, die Fillmenge
von 0,5-Liter-Bierflaschen oder der Durchmesser von Stahlbolzen mit 20 mm Soll-
Durchmesser.
Die von der KMK in den Bildungsstandards empfohlene Nutzung digitaler Werkzeu-
ge® im Mathematikunterricht hat fiir die Behandlung normalverteilter ZufallsgréRen
Konsequenzen:
- Bereits fir binomialverteilte ZufallsgroRen entfallt im Allgemeinen die bei aus-
schlief3licher Verwendung von Tafeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkei-
ten entstehende Notwendigkeit, fir gréRere oder nicht tabellierte Werte von n,
die Normalverteilung als Naherung zu nutzen.

4 ega-Park: Erfurter Gartenbauausstellung

® Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife (Beschluss der Kultusministerkonferenz vom
18.10.2012); S. 26

® Hier wird Bezug genommen auf den Einsatz von TI-Nspire™ CAS.

Seite 8
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- Zur Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten kann auf die Ermittlung von
Integralen mit dem TI-Nspire™ CAS oder auf entsprechende CAS-Befehle
zuruckgegriffen werden.

- Die grafische Darstellung von Gaul3schen Glockenkurven fur N(u; o)7 ver-
teilte ZufallsgréRRen ist problemlos méglich und erleichtert nicht nur einen an-
schaulichen Zugang, sondern gibt auch die Mdglichkeit, Wahrscheinlichkeiten
als Flacheninhalte ndherungsweise zu bestimmen.

— Die mit TI-Nspire™ CAS mogliche Berechnung von Intervallwahrscheinlich-
keiten bei normalverteilten Zufallsgrofien fir (fast) beliebige Erwartungswerte
und Standardabweichungen macht einen Zugang zur Tafel der N(0; 1)-
Verteilung durch Standardisierung unnétig.

- Auch der bislang typische Zugang zur Normalverteilung Uber die Naherungs-
formel von MOIVRE/LAPLACE ist nicht mehr zwingend erforderlich. Die
Naherung der Binomialverteilung durch die Normalverteilung kann aber fir
gewisse Sachverhalte durchaus sinnvoll sein (s. Beispiel ,Transistor auf
Seite 50).

Wir werden hier einen Weg zur Behandlung der Normalverteilung im Mathematikun-
terricht beschreiben, der im Wesentlichen vom Phanomen der ,,Glockenkurve“ aus-
geht und auf den Einsatz von TI-Nspire™ CAS Bezug nimmt.

»In Anwendungssituationen treten dabei u. a. folgende Fragestellungen auf:

- Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem rein zufallig ausgewahl-
ten Objekt mit dem normalverteilten Merkmal X die entsprechende Merk-
malsauspragung innerhalb eines Intervalls [a; b] (mita, b € R) liegt?

- Wie gro3 muss man c (mit ¢ € R) wahlen, damit das Ergebnis der Realisie-
rung der N(u; o)-verteilten Zufallsgréfie mit einer Wahrscheinlichkeit von bei-
spielsweise mindestens 0,95 zu dem Intervall [u — ¢; 1 + ] geh(jrt?“8

Ein phanomenologischer Einstieg am Beispiel e
»KorpergroRe“

Die Normalverteilung kann als Modell fiir die Kérpergrofie von
Kindern desselben Lebensalters verwendet werden. Wahrend
das Geschlecht eines Babys als diskrete ZufallsgroRe aufgefasst
werden kann, ist die KérpergroRe als stetige ZufallsgréfRRe inter- &
pretierbar, denn sie kann (theoretisch) alle reellen Werte aus Wohaort; Iin
einem Intervall annehmen. Dem sind haufig nur durch die Mess-
genauigkeit Grenzen gesetzt.

Beispiel:

Uber mehrere Monate wurden Daten (iber 277 Neuge- 08
borene im lim-Kreis der Presse enthommen und ge-
sammelt. Im nebenstehenden Histogramm sind die Er- |2
gebnisse fur die KérpergroRe dargestellt. Jede Saule -
hat die Breite 1. Im Rahmen der Messgenauigkeit re-
prasentiert hier z. B. der Messwert x = 51 cm alle Kor- 0,00 |

pergréRen aus dem Intervall 50,5 cm < x < 51,5 cm. A0 L S

Trotz der relativ kleinen Stichprobe ist eine annahernde  apb. 1.3 Verteilung der GroRen
Glockenform der Verteilung der Daten gut zu erkennen. von Neugeborenen

Der Graph der zugehdrigen Dichtefunktion (siehe

nachster Abschnitt) wird auch GauRsche Glockenkurve® genannt.

Ihr Kurvenverlauf ist symmetrisch zum Erwartungswert.

” Diese Kurzform beschreibt eine normalverteilte Zufallsgroe mit Erwartungswert g und Standardabweichung o .
8 LLehrbuch Mathematik, Gymnasiale Oberstufe; Qualifikationsphase — Brandenburg“, Duden Paetec, Berlin, 2012, S. 441 f.

© 2016 T° Deutschland Seite 9
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Im Folgenden nehmen wir die KérpergréRe Neugeborener als normalverteilt mit dem
Erwartungswert u = 51 cm und der Standardabweichung ¢ = 3 cm an. Unter ande-
rem an diesem Beispiel wollen wir Eigenschaften der Gaulischen Glockenkurve, De-
finition und Eigenschaften der Normalverteilung und Berechnungsmaoglichkeiten ver-
anschaulichen.

Die GauRsche Glockenkurve

Ferdg

Die Gaulische Glockenkurve wird durch die Funktion . .
_(x—u)z ) .4;4‘0,\') -

‘e 2092 beschrieben. il

1
fu;a(x) = Vono
Dabei geben x = u die Stelle fliir das lokale Maximum : fls1
sowie X = u — o und x = u + o die Wendestellen der

Glockenkurve an. ° /\

Die x-Achse ist Asymptote des Graphen und es gilt

fjooo fu;a(x)dx =1.10 im  (f51,3%)) »
Die Glockenkurve ist symmetrisch zur Geraden x = p. v

1151,2,%) dx

Die oben genannten Aussagen Uber das lokale Maximum, die Wendestellen und die
Symmetrie der GauRschen Glockenkurve lassen sich mithilfe der Analysis nachwei-
sen. Diese Untersuchungen werden hier aus Platzgriinden nicht weiter dargestellit.

Definition der Normalverteilung

Eine Funktion f mit x € R heil3t Dichtefunktion oder Wahrscheinlichkeitsdichte,
wenn flr sie qilt:
(1) f(x) =0 furallex e R

(2) [5, f@)dx =1
Eine reellwertige ZufallsgroRe X nennt man stetig verteilte Zufallsgré6Be mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte f, wenn fiir alle Werte a und b aus R mit a < b qilt:

« P@s<X<b)= [ fxdx
« P(X<b)=[" fxdx
« P@<X) = [ f(x)dx

Eine Zufallsgrofe X hei3t normalverteilt mit den Parametern p und o, wenn sie eine
(x—p)?
\/%_J e zs2 als Dichtefunktion besitzt. Sie

Gaulsche Glockenfunktion f,. ;(x) =
wird mit N(u; o) bezeichnet.

Normalverteilte ZufallsgréRen sind Beispiele fiir stetige ZufallsgroBen'', weil sie
beliebige reelle Werte annehmen kénnen. Hingegen sind binomialverteilte Zufalls-
grofRen Beispiele fir diskrete ZufallsgroBen, weil sie nur nichtnegative ganzzahlige
Werte annehmen.

9 nach dem deutschen Mathematiker Carl Friedrich Gault

% Der Rechner gibt die Warnung ,Zweifelhafte Genauigkeit* aus. Dieses Integral wird vom TI-Nspire ™CAS numerisch fiir
konkrete Werte von p und o bestimmt. Flr einen symbolischen Nachweis braucht man den Satz von Fubini oder Kenntnisse
aus der Funktionentheorie, beides ist in der Schule nicht machbar.

" Neben der Normalverteilung gibt es auch andere stetig verteilte ZufallsgroBen. Sie werden hier in Beispielen und Aufga-
ben exemplarisch untersucht.

Seite 10
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T3 Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

In Analogie zur Definition von Erwartungswert und Varianz bei diskreten Zufallsgré-
Ren werden Erwartungswert und Varianz einer stetigen ZufallsgroBe X mit Wer-

ten aus R und der Dichtefunktion f definiert: E(X) = f_wwx - f(x)dx und
V(X) = [7 (x— E(X))2 - f(x)dx bzw. ¢ = \/V(X) (falls diese Integrale existieren)

Es lasst sich zeigen, dass folgender Satz gilt:

Fur jede N(u; o) verteilte ZufallsgroRe X ist E(X) = pund V(X) = o2

Der Beweis fur diesen Satz kann in der Schule nicht ge- j (e As2,2.0)ax N
flhrt werden. Man kann aber diese Sachverhalte an Bei- m ,
spielen plausibel machen, wie der nebenstehende Bild- [ ((e-52)2 A51.2:0)ax

schirm zeigt. =

Nicht jede glockenférmige Kurve ist eine Dichtefunktion einer stetigen Zufalls-
groRe.

Man kann zeigen, dass der Graph der Funktion
cos(x)+ 1, fir —m<x<m
fx) = 0 sonst
zwar glockenformig ist, aber nicht als Dichtefunktion einer stetigen Zufallsgréfie in-
frage kommt.

Losung:
Die Glockenform kann man der grafischen
Darstellung entnehmen. Fy

Es gilt zwar f(x) > 0 flr x € R, aber es ist /\

f f(x)dx = f (cos(x) + 1) dx =2m# 1 b ,=:m_,:.“,‘1‘._r__\__"\

© 2016 T° Deutschland Seite 11
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Einige stetige ZufallsgroRen, die nicht normalverteilt sind:
Im Folgenden geben wir einige stetige ZufallsgréRen an, die nicht normalverteilt sind,

um dem Eindruck vorzubeugen, dass die Normalverteilung die einzige stetige Vertei-
lung ist.

Quadratische Funktion als Dichtefunktion

Eine stetig verteilte ZufallsgrofRe soll durch eine Dichtefunktion f mit
k-(1—-x%, fir —1<x<1
f@) ={ ( 0, : sonst
beschrieben werden.
a) Begriinden Sie, dass es sich nicht um eine normalverteilte Zufallsgré3e handelt.
b) Bestimmen Sie k so, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte wird.
c) Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsgréfie.

Ldsung:
Wir beschranken uns auf das Intervall [-1,1], da die Funktion ansonsten 0 ist.

Die Dichtefunktion ist eine quadratische Funktion
Wir nutzen die Definition der Dichtefunktion und (1 2
zclv@(v' l_k (‘.—,\'2)]d\-'.,k, -
=

und nicht die Gauische Glockenfunktion.
Rerng

bestimmen k so, dass f_llf(x)dx = 1 ist. Aus die-
3
Dann prifen wir, ob die Eigenschaft f(x) = 0 mit 4

€ [—1,1] erfullt ist. solveldx)20.x)
Der CAS-Rechner bestatigt diese Ungleichung -
rechnerisch und grafisch.

ser Gleichung ergibt sich k =

Hinweis: Die Rechnungen sind so einfach, dass sie 1
auch ohne CAS machbar sind. ™~

Der Erwartungswert wird durch
E(X) = f_llx - f (x)dx berechnet.
Er hat in unserem Beispiel den Wert 0.

1 0
I (\’ Jr(\’))li\'
-1

Die Gleichverteilung

Tagsuber fahrt vom limenauer Busbahnhof alle 20 Minuten ein Bus zur Technischen

Universitat.

a) Modellieren Sie die ZufallsgrofRe X als Wartezeit eines zufallig eintreffenden
Fahrgastes fir den Bus. Verwenden Sie dabei die Dichtefunktion der Gleichver-
teilung mit dem Ansatz:

f(x)={$’ fira<x<b

0, sonst

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig eintreffender Fahrgast
mehr als 15 Minuten auf den Bus warten muss. Stellen Sie diese grafisch dar.

c) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung fir die Warte-
zeit.

Seite 12
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Lésung:
Die Wartezeit ist gleichverteilt mit a = 0 (e Fertig
und b = 20. Also ist die Dichtefunktion: Ad={20"
1 0, Else
—, firo<x<?2
f(x)={20’ iro=x=20 " o x
0, sonst S
Integration Uber R bestatigt die Dichteeigen-
schaft.
20 )
1 12 20 15 |[|"%a -
P(X>1 = = — = — — — x) ax 4
(X 215) f feddx =555 =207 20 | )=
15
_ 1
B 4 r2(x) -—lyc>0 and x<20 SEE
Um die Funktion im CAS grafisch darzustel- 2
len, wird sie mit eingeschranktem Definiti-
onsbereich definiert: o1y
1 3
fix) = 5510 < x < 20 t f.(V;-<{%,..,c,,.d v
Fur die Flache mussen unter
Menii — Graph analysieren — Integral f 012
die Ober- und Untergrenzen angepasst wer- "
den. Iy o o 2
20
E(X) f f(x)d L o _ 400 10
=| x-f(x)dx =—x =—= (20 10
; 40 1o 40 l (v Ak
2 J 0
v =E((x-EW)*) , | -
20 100 J ((c-10)% A ax 3
= | (x—=10)?%: f(x)dx = — ’
Of (=100 fdx = = |7 -

~ 100 & 77
o= |3~ =5

Der Erwartungswert der Wartezeit liegt bei 10
Minuten, die Standardabweichung bei rund
5,77 Minuten.

|z
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Die Exponentialverteilung

Eine Zufallsgroe heildt exponentialverteilt mit Parameter A > 0, wenn ihre Dichte-
funktion die Form
_(Ae™, fir x>0
f@) _{ 0, sonst
hat.

a) Weisen Sie nach, dass flr den Erwartungswert einer exponentialverteilten Zu-
fallsgréfie qilt:
1
EX) ==
®) =~
In einem Rechnernetzwerk soll die Wartezeit flir einen Druckauftrag als exponential-
verteilt mit einem Erwartungswert von 10 Minuten betrachtet werden.
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Druckauftrag héchstens 15 Mi-
nuten bis zur Abarbeitung warten muss. Stellen Sie diese grafisch dar.

c) Bestimmen Sie die Standardabweichung fir die Wartezeit.

Losung:
Der Erwartungswert ergibt sich mit partieller In-
teg rat|onoo . et e % Fertig
E(X) = f xheMdx = x(—e)|” = f (e x| |[Tepao 2
0 0 $0
1 @ 1 1
=0- (—e_xx) =0+-e M0 ==
A 0
oder mittels CAS.
1 1 =1 Fernig
10=EX)===2>1=— Tt
) A 10 Ax)=—- ¢ 10
15
_ 1 —1—10x _ —1—10x 1 15 0.77687
P(X <15) = f Ee =—e . ~ 0,78 Ax) dx
0 Jo

Die grafische Darstellung am CAS erfolgt analog
zur vorherigen Aufgabe. TR

v =E((x -EX)°) o 100

((e-10)2 A
J0

=f(x—10)2-f(x)dx= 100
0
o=+vV100 =10

Die Standardabweichung betragt also 10 Minuten.
Fur die Exponentialverteilung lasst sich nachrech-
nen, dass Standardabweichung und Erwartungs-
wert Ubereinstimmen.

k-2 e \'}"‘v\a
\ i)
0

Seite 14
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Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten fiir normalverteilte Zufallsgro6-
Ren mithilfe des bestimmten Integrals

Wir greifen auf das Beispiel von Seite 9 zurlick und betrachten die Kérpergrélie von
Neugeborenen als normalverteilte Zufallsgréfie mit dem Erwartungswert 51 cm und
der Standardabweichung 3 cm.

5 0.886039
Neugeborenes zwischen 45 cm und 55 cm groR

ist.
Ergebnis: P(45 < X < 55) =~ 0,886

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein 5
[ A51,3.x) dx
45

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Neugeborenes 57 cm grof3 ist. J‘W 5 0.018246

Nach Definition ergibt sich die Wahrscheinlich- A51,3x) dx
keit 56.5

57
P(X = 57) = f51;3(x) dx =0

57
Es gibt naturlich Neugeborene, deren Koérper-

grélRe mit 57 cm angegeben wird. Wenn im All-
tagsgebrauch von einer KérpergrofRe von 57 cm
Gebrauch gemacht wird, so ist (in Abhangigkeit
von der Messgenauigkeit) z. B. eine Kérpergro-
Re im Intervall [56,5; 57,5) gemeint. Annahme:
Diese Grofe wird fur alle Neugeborenen mit
einer realen GrofRe von 56,5 cm bis 57,5 cm
eingetragen. Unter dieser Annahme gilt dann:
P(56,5 < X < 57,5) ~ 0,018

Ermitteln Sie die KorpergrofRen der 20 % kleins- [ g
ten Kinder. (
Ergebnis: P(—o < X < a) = 0,2 fUhrt aufa ~ 48.
Bis zu einer Kérpergrofie von 48 cm sind die

20 % kleinsten Kinder zu finden.

Zeigen Sie mithilfe des Werkzeugs Graph ana- (0.2 Walirscheinticheit

lysieren — Integral, dass die Wahrscheinlichkeit, 11(x)~1(51,2 %)
mit der die Werte um genau eine Standardab- o1
weichung vom Erwartungswert nach links und
rechts abweichen, ca. 68 % betragt.

Kerpergrofs

w0 S1 0
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Werkzeuge des TI-Nspire™ CAS fir normalverteilte ZufallsgroRen

Der Befehl normPdf (x, u, o) liefert den Wert der Dich-

(x=p)?

tefunktion f, 5(x) = ﬁ e z¢Z an der Stelle x.

In der nebenstehenden grafischen Darstellung kann
dieser Wert als Lange der blauen Strecke interpretiert
werden. Beachten Sie, dass dieser Wert nicht etwa eine

Wahrscheinlichkeit reprasentiert, sondern den Wert der
Dichtefunktion an der Stelle x.

Der Befehl normPdf (x,u,d) wird v. a. zur grafischen
Darstellung der Funktion f,. ;(x) verwendet.

Mit dem Befehl normcCdf(a, b, u, o) wird die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens der normalverteilten Zu-
fallsgréRe X ~ N(u; o) zwischen der unteren Grenze a
und der oberen Grenze b berechnet.

Diese Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) oder auch

P(a < X < b) entspricht dem Wert des Integrals

_(x—p)?
2.2 (dx

b
f .
; V2-m-o ¢
und wird als Inhalt der Flache zwischen dem Graphen
und der x-Achse im Intervall [a; b] interpretiert.
Ist umgekehrt der Wert der Wahrscheinlichkeit
p = P(X < a)bzw. p = P(X < a) gegeben und wird die
zugehorige obere Grenze a gesucht, kann der Befehl
invNorm(p, u, o) verwendet werden.
Das ist gleichbedeutend mit der Lésung der Gleichung

_(x—p)?
2:02 dx = p

a

J‘ 1

—  .¢
V2 -m-o

Das Modell ,,Normalverteilung“ und seine ,, Tiicken

Wir gehen zunachst davon aus, dass sich die Kérper-
grofRe von Neugeborenen (von der Malieinheit Zenti-
meter abgesehen) durch eine normalverteilte Zufalls-
grofRe X mit den Parametern u = 51 und ¢ = 3 model-
lieren lasst, obwohl Folgendes qilt:
(1) Die Zufallsgrofie X kann auch negative Werte
annehmen, die Kérpergrélie dagegen nicht.

(2) Es kann X = 100 sein, was aber flr die Kérper-
groRe Neugeborener nicht gilt.™

w12

| nommPar(4s, 40,4 9) 0 042374

7
0.097

f1{x)=nomPpd 40,4 9)

Abb. 1.4 Der normPdf-Befehl

rormCdf{20,45.40,4 9) 0.825598

(45,0 048)

invNorm{0 8,40,4 9)

71x) dx=0 8.}

)

Abb. 1.5 Der normCdf-Befehl

Fertg

Abb. 1.6 Glockenkurve fir das
Modell der Neugeborenen

12 Vgl. Lehrbuch Mathematik Gymnasiale Oberstufe; Qualifikationsphase — Brandenburg, Duden Paetec, Berlin, 2012, S. 444
3 Am 2. August um 16.00 Uhr wurde im Krankenhaus des Unternehmens Hegang Mining in Hegang in der nordostchinesi-
schen Provinz Heilongjiang das gréRte Baby der Welt geboren. Der Junge maR bei seiner Geburt 75 Zentimeter und war
damit um 9 Zentimeter langer als das bisherige ,Superbaby*. Der neue Rekordhalter wog mit 7,05 Kilogramm rund 80

Gramm weniger als das schwerste Baby der Welt und belegt damit Platz zwei."
gesendet am 12/04/08 um 18:09
Quelle: http://forum.gofeminin.de/forum/bebeestla/

f20632 bebeestla-Grosstes-Baby-der-Welt-geboren.html
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51 1 _(x=51) R N
e 23 dx =0, obwohl KérpergroRen von 51 cm

(3) Esist P(X =51) = [ =

bei Neugeborenen im Alltagsgebrauch relativ haufig angegeben werden.

Ein Analysieren und Abwagen dieser Probleme ergibt:

(1) P(X < 0) ist beinahe null, also df(-oo 2) 0
vernachlassigbar klein. normCdfic3,0,53,3 ‘
(2) P(X 2 100) analog normCdf(100,,51,3) 3.02344€-60
(3) Die GréRenangabe ,51 cm* re-
prasentiert ein Intervall, dessen normCdf(50.5,51.5,51,3) 0.122268

Grenzen sich aus der vereinbar-

ten Messgenauigkeit ergeben. Geht man von ganzzahligen Zentimeterwerten
aus, so kann die Angabe ,51 cm* bedeuten, dass die Korpergréfie im Intervall
50,5 < X < 51,5 liegt. Fir dieses Intervall nimmt die Wahrscheinlichkeit einen
positiven Wert an.

Hinweis: FUr eine normalverteilte Zufallsgrof3e gilt als Folge der Modellierung
stets P(X = a) = 0, weil die untere und die obere Integralgrenze tbereinstim-
men.

Im Ergebnis unserer Uberlegungen zu den genannten Problemen und wie wir spater
noch zeigen werden, lasst sich die Kérpergrof3e Neugeborener in der Tat durch eine
Normalverteilung modellieren.

Hihnerfarm - Intervallwahrscheinlichkeiten ermitteln

Eine HUhnerfarm mit sehr vielen Hihnern ermittelt eine Woche lang die S
Masse von jedem gelegten Ei. Wir modellieren die Zufallsgrélie X: ,Masse ,.ff?%:.
eines Eis in Gramm® mithilfe einer Normalverteilung mitu = 55 und ¢ = 3.
a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse fur zufallig der
Produktion entnommenen Eier:
A: Ein Ei wiegt mindestens 50 g.
B: Die Masse der Eier liegt zwischen 50 g und 60 g.
b) Diskutieren Sie den Sachverhalt: Ein Ei wiegt 53 g.
c) Ermitteln Sie, welches Mindestgewicht die 35 % schwersten Eier haben.

Lésungen:

Zu a)

P(A) = P(X = 50) ~ 0,952

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ei mindestens
50 g wiegt, liegt bei ca. 0,952. (Oder: Etwa normCdf{50,60,55,3) 0.904419
95,2 % der Eier wiegen mindestens 50 g.)

P(B) =P(50 < X < 60) =~ 0,904

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Masse der Eier
zwischen 50 g und 60 g liegt, betragt ca. 0,904.

normCdf(50,,55,3) 0.95221

© 2016 T° Deutschland Seite 17
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Zu b)

Im Modell Normalverteilung gilt, da es sich um |nom.~:dr(s: 5,53.5,55,3) 0.106209
eine stetige Verteilung handelt, P(X = 53) = 0.
Nehmen wir allerdings an, dass sich durch die
Messgenauigkeit Eier mit einem Gewicht von
53 g in einem Intervall von [52,5;53,5) befinden,
so gilt: P(52,5 < X < 53,5) = 0,106

Zu c)

P(X 2a)=0,35 invNorm(0.65,55,3) 56.156
Dies ist gleichbedeutend mit
P(X<a)=1-0,35=0,65.
Es ergibt sich a = 56,156. Das Mindestgewicht nomCaf($6.156,,55,3) 0.349995
der 35 % schwersten Eier betragt ca. 56,2 g.

© Probe

Die Sigma-Regeln

Berechnen Sie flir mehrere selbstgewahlte Werte von u und ¢ die Wahrscheinlichkei-
1 (X— )z

ten f:j;:fma(x)dx mit £, 5(x) = o e 292 firc € {1,2,3}. Informieren Sie sich,

was man unter den ¢ — Regeln (,,Sigma-Regeln“) der Normalverteilung versteht,
und erlautern Sie die Zusammenhange zwischen den Wahrscheinlichkeiten der Ab-
weichungen vom Erwartungswert um ganzzahlige Vielfache der Standardabwei-
chung auch mithilfe einer grafischen Darstellung.

Losung: mu=0+0 si=1+1

Wir betrachten einige normalverteilte Zu- normCdf{mti-si mu+si mu.si) > 0.682689

faIIsgrofSen: normCdflmu-2 simu+2 si,mu,ﬂ') » 0.9545
U 0 20 100 -32 normCdf{mu-3 simu+3 simusi) » 0 9973
o 1 3 15 6

Die gesuchten Intervallwahrscheinlichkeiten
werden mit dem Befehl normCdf bestimmt.

e Im Intervall der Abweichung +1-¢ 0.2 Wahrscheinlichkeit
vom Erwartungswert sind 68,27 % 11(x)~1(51,2 %)
aller Werte zu finden,

e Im Intervall der Abweichung +2 - o
vom Erwartungswert sind 95,45 %
aller Werte zu finden,

e Im Intervall der Abweichung +3 - ¢
vom Erwartungswert sind 99,73 %
aller Werte zu finden.

Die Sigma-Regeln stehen nicht in den Bildungsstandards. Aber im Sinne intelligenten
Ubens des Umgangs mit dem Befehl normCdf erscheint es didaktisch sinnvoll, diese

Regeln zu thematisieren. Auch sind sie fir das inhaltliche Verstandnis normalverteil-

ter ZufallsgréRen wichtig.

Seite 18
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Abfiillen von Salz — Berechnen der Standardabweichung

Beim Abfiillen von Salz in 500-Gramm-Kartons kann die Abflillmenge als normalver-
teilt aufgefasst werden. In 5 % dieser Kartons werden weniger als 490 g, in 5 % mehr
als 510 g Salz abgefillt. Ermitteln Sie die Standardabweichung der Fillmengen vom
Sollwert 500 g.

Lésung:

Gesucht ist die Standardabweichung ¢ einer nor-
malverteilten ZufallsgréRRe, von der neben dem

Erwartungswert u = 500 zwei Intervallwahrschein-  [#ivelnemCant-=.490,500,0)=0 0%.2)
lichkeiten bekannt sind: norm Cdf{-+,490,500,0)=0 05
P(X < 490) = 0,05 bzw. P(X > 510) = 0,05 nSolvelnormcar(-=, 490,500,0)=0.05.0,1)

6 07957
Die gesuchte GroRe wird ndherungsweise unter nSolve{norm Cdf(510,#,500.0)=0 05.0,1)
Verwendung von P(X < 490) = 0,05 bestimmt: 6.07957
Der Befehl © Probs
solve(normCdf(—,510,490,0) = 0.05, ¢) fuhrt romCdfi-e 400 £00 & 07957) 0.08

nicht zum Ziel.

Es ist deshalb der Befehl zur ndherungsweisen

Lésung I DT
nsolve(normCdf(—,490,500,0) = 0.05,0,1) '} — =
zu verwenden. Dieser Befehl verlangt einen = g
Startwert (hier ist z. B. ,1* als Startwert geeignet). o
In der Regel kann der Startwert geschatzt wer- :
den, z. B. mithilfe einer grafischen Darstellung wie |
in nebenstehendem Bild. { [/ nbenonmcar(-= 420,500.)

Ergebnis: ¢ ~ 6,08 ,L ! o

Den gleichen Wert erhalt man bei Nutzung Abb. 1.7 numerische und grafische
von P(X > 510) = 0,05. Lésung

Hinweis: Ein ahnliches, aber nicht ganz so ein-
fach zu I6sendes Beispiel finden Sie auf Seite 47.

Simulation normalverteilter ZufallsgroBRen/Histogramme

Wir simulieren die Kérpergrofien von 500 Neugeborenen, wenn daflir eine Normal-
verteilung mit dem Erwartungswert 51 cm und einer Standardabweichung von 3 cm
zugrunde gelegt wird.

Lésung:

In Lists&Spreadsheet werden in der Spalte A | | # * daten 2
mit dem Befehl =randNorm(51, 3, 500) 500 = | =randnorm(51,3,50C

normalverteilte Zufallszahlen mit ' 46.450

u =51 und o = 3 erzeugt und abgespeichert 2| 48373

(,daten®). 3 | 46.036

Diese Liste von Zufallszahlen wird in Data& ‘| 53.469

Statistics zunachst als Punktdiagramm 5 | 46.515
dargestellt, das sich liber <Ctrl><Menii> in ein | [i] daten [4]»
Histogramm umwandeln I&sst. Nebenstehend

ist ein solches Histogramm mit einer Saulen-

breite von 2 zu sehen.
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Mit <Ctrl><R> in der Liste ,daten® kann die
Simulation beliebig oft wiederholt werden.
Uber <Ctrl><Menii> lassen sich MaRstab und
Saulenbreite einstellen. Wahit man den Mal3-
stab Dichte, so hat die Flache aller Rechteck-
saulen zusammen den Wert 1.

Mit Menii — Analysieren — NormalPdf anzei-
gen wird eine Glockenkurve gezeichnet und
die zugehdrige Dichtefunktion angezeigt.

42 44 46 48 S0 52 54 56 58 60 62

daten
In einem Histogramm mit dem Mal3stab Dich- [48 500, 50.500) 0. 25800 Flache |
te reprasentiert der Flacheninhalt einer hEl
Rechtecksaule die zum jeweiligen Intervall 0.09]

(Saulenbreite) zugehorige relative Haufigkeit. | |2 0.06 ]

relative Haufigkeit ]
Saulenbreite 0.00

Es qgilt: Dichte =

42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62
daten

100 2 nomPdf{x, 50 8343,3 07758)

In einem Histogramm mit dem Mal3stab Pro-
zent wird die relative Haufigkeit der Daten in
Prozent angezeigt. Die zugehdrige Glocken-
kurve hat dann eine Gleichung der Form

y = Saulenbreite - 100 - normpdf(x, u, o).

42 44 46 48 S0 52 54 S6 5€ 60 62
daten

In einem Histogramm mit dem Malistab H&u- 1000- normPdflx,50.8343,3 07758)

figkeit wird die absolute Haufigkeit der Daten - et
angezeigt. Die zugehorige Glockenkurve hat | |£ 904
dann eine Gleichung der Form g 60
y = 30-
Saulenbreite - Gesamtanzahl der Daten -

0
normpdf(x, u, o). 42 44 46 48 SO 52 54 56 58 €0 62
daten
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Daten auf Normalverteilung prifen

Wir testen durch Simulation, ob die Augensumme beim n-maligen Werfen von sechs
Spielwirfeln durch eine Normalverteilung angenahert werden kann.

Lésung:
. . = : - summe
= ]
: 6 2 6 2 6 25
A 5 S 3 3 2 20
6 4 1 - 1 18
3 4 5 6 2 25 :
? 1 3 3 6 2 19 E
B 2 4 6 4 24 i
] —— = il i I
4 3 s 3 3 19 .i,,'“’.-,:.’._,,.,,_.,_‘,, e '“_V"— o "*': "*_ '*‘_1"'?_*"_'
— y g 0 12 14 66 W X B 0 N N
summe I zumme
e - ___.]

o
i

0.104 narm Ay, 20 205.4 %719)

Erwamster 2-Wen

8 10 12 W 16 B X 2 2 X% B N0 R 4 10 12 ¥ 16 B8 20 2 24 26 2 0 RV M B
summe surmme

Abb. 1.8 Verschiedene Moglichkeiten zur Untersuchung der Normalverteilung

Links oben:

Zellen A1 bis F1:

Mit dem Befehl =randInt(1,6) wird das Werfen eines Spielwurfels simuliert, insgesamt
also sechsmal simuliert.

Zelle G1:=sum(A1:F1); die Spalte G wird im Spaltenkopf mit einer Variablen benannt,
z. B. ,summe®.

Die Summe der geworfenen Augenzahlen wird ermittelt.

Die Anweisungen aus den Zellen A1 bis G1 werden bis in die Zeile 200 kopiert. (Me-
ni — Daten — Flillen)

Rechts oben:

In der Anwendung Data&Statistics werden die Daten der Liste ,summe* als Punktdia-
gramm dargestellt.

Links unten:

Mit >Ctrl<>Menii> wird der Befehl Normal Wahrscheinlichkeitsdiagramm ausgeldst.
Die Datenpunkte werden um eine Gerade angeordnet. Je dichter sie an der Geraden
liegen, desto besser lassen sich die Daten durch eine Normalverteilung modellieren. Der

gleichzeitig angezeigten Geradengleichung (hier: y = %) lassen sich der Erwar-

tungswert (20,8) und die Standardabweichung (4,37) entnehmen.

Diese Anwendung ist eine ,blackbox®, ihre Erlduterung wiirde den Rahmen dieses
Beitrages und auch die Moglichkeiten im Unterricht sprengen.

Rechts unten:

Mit <Ctrl><Menii> wird der Befehl ,Histogramm® ausgeldst. Mit Menii — Analysieren —
NormalPdf anzeigen kann eine Glockenkurve mit zugehdriger Gleichung erzeugt werden.
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Die Werte fur Erwartungswert und Standardabweichung stimmen mit den vorher
erzeugten Uberein.

Mit <CtrI><R> kann die Simulation beliebig oft wiederholt werden. Die Ergebnisse
variieren, aber es lasst sich (fast) immer gut auf eine Normalverteilung schliel3en,
obwohl man natirlich bei einer solchen Simulation nur endlich viele, also diskrete
Werte vorliegen hat. Der Fakt, dass die Normalverteilung dennoch ein gutes Modell fiir
den Versuch liefert, liegt an dem in der Einleitung erwahnten zentralen Grenzwertsatz.
Es folgt also unmittelbar aus der Tatsache, dass es sich bei der Augensumme von

n Wirfeln um eine additive Uberlagerung unabhangiger, identisch verteilter Zufalls-
groRen handelt.

Bestimmung von u und ¢ einer durch Klassen und Haufigkeitsliste gegebenen
Datentabelle

Fur das Koérpergewicht Neugeborener Et Korpergewicht G in g Anzahl

nebenstehende Datentabelle gegeben ™. G < 2400 >

Ermitteln Sie u und ¢ unter der Annahme, 2400 < G = 2600 3

dass das Kérpergewicht mit einer Normal- 2600 < G = 2800 6

verteilung modelliert wird. 2800 < G = 3000 12

Argumentieren Sie, ob die Annahme einer 3000 < G = 3200 13

Normalverteilung fiir diese Daten gerecht- 3200 < G = 3400 23

fertigt ist. 3400 < G < 3600 16
3600 < G < 3800 18
3800 < G < 4000 5
4000 < G < 4200 1
4200< G 1

Ldsung:

Die linke ,Randklasse” der Kérpergewichte

kann hochstens eine Breite von 2400 haben. @~ gewicht B mitte |C anzahl |0 E i

Aus Symmetriegriinden wahlen wir auch fur = I T T T

die rechte ,Randklasse” eine Breite von 1_

2400. Aufgrund der Informationen zu den - 2400] 1200 2|

gegebenen Daten waren aber auch andere | 2600 2500 3|

Breiten fur die Randklassen maoglich. H 2800| 2700 "

Alle anderen Gewichtsklassen haben eine 4| 2000/ 2900 12

Breite von 200. s | ~ - n

Fur eine grafische Veranschaulichung be- — IAJQOO 100 2 :

stimmen wir die Klassenmitten (Spalte B). | K -

Da die Daten nicht in einer Urliste gegeben

sind, lassen sie sich mit dem TI-Nspire nicht

als Schnellgraph darstellen.

Die Daten ,mitte” und ,anzahl“ werden statt-

dessen Uber Menii — Daten — Ergebnisdia-

gramm als Histogramm mit einer Saulenbrei-

te von 200 dargestellt.

Eine Glockenform ist nur mit viel ,Nachsicht"

erkennbar. Und das gilt, selbst wenn man die

eventuell mit einer nicht exakten Breite aus-

" Vgl. Heinz Boer, ,Normalverteilung”, MUED, Schriftenreihe Einfihrungen, Nottuln-Appelhisen, 2013, Seite 20
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gestatteten ,Randklassen” vernachlassigt.
Eigentlich kann man hier nur von der bekann-
ten Tatsache ausgehen, dass das Kdrperge-
wicht Neugeborener bei grof3eren Stichpro-
benumfangen als normalverteilt angesehen
werden kann und deshalb hier naherungs-

. . . 1000 2000 3000 4000 " 5000
weise eine Normalverteilung unterstellen. | mine

Die mit Menti — Analysieren — NormalPdf
anzeigen erzeugte Glockenkurve zeigt einen
Erwartungswert von p = 3286 g und eine
Standardabweichung o = 505 g an.

Der Faktor 20 000 ergibt sich aus dem Pro-
dukt 100 - 200, weil die Gesamtzahl der Kin-
der 100 und die Sdulenbreite 200 betragen.
Gemal der Sigma-Regeln missen in der
Ein-Sigma-Umgebung des Erwartungswertes
ca. 68 % der Werte liegen, fur die Aufgabe
ware dies das Intervall

[3286-505; 3286+505] = [2781; 3791]. Das
waren hier ungefahr die nebenstehenden
Gewichtsklassen. In diesen befinden sich 88
der 100 Werte, also wesentlich mehr als

68 %. Das bedeutet, dass man fir diese
Stichprobe an dem Modell Normalverteilung
zweifeln kann und den Sachverhalt z. B.
durch weitere Stichproben untersuchen soll-
te.

2600 < G <2800 |6

2800 < G <3000 |12
3000 < G <3200 |13
3200 < G < 3400 |23
3400 < G <3600 | 16
3600 < G <3800 |18

Weitere Beispielaufgaben mit Kurzlésungen

Regentropfen

Es regnet Uber einen langeren Zeitraum. Die auf einer quadratischen Messflache von
einem Quadratmeter auftreffenden Regentropfen werden als reellwertige Zufallszah-
len fur die x- und y-Koordinate jeweils im Intervall von 0 bis 1 simuliert. Das obere
linke Bild in Abbildung 1.9 zeigt zwei Listen mit jeweils 5000 Simulationsergebnissen
fur x- bzw. y-Koordinaten. Im oberen rechten Bild ist das Simulationsergebnis gra-
fisch dargestellt. Das untere linke Bild zeigt nur die Verteilung der x-Koordinaten.
Jede Saule hat eine Breite von 0,05, ihr Flacheninhalt ist ein Mal fur die relative
Haufigkeit. So sind z. B. in der ersten Saule alle Werte aus dem Intervall [0; 0,05]
zusammengefasst und ihre relative Haufigkeit betragt bei dieser konkreten Simulati-
on 0,043. Aus der Festlegung ergibt sich die Hohe einer Saule als Verhaltnis von
relativer Haufigkeit der Daten aus dem Intervall zu ihrer Klassenbreite, genannt Hau-

figkeitsdichte oder kurz Dichte D und es gilt D = g. Die Flache aller Saulen betragt 1
(siehe Histogramm in der Abb. 1.9 unten links).
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w -mnd[‘SOOO’ 1.2
10.943597,0.908319,0. 146688,0.514702,0.40581,0.733812,0.04>

yw =rand(5000)
{0. 669211,0.208168,0.612423,0.309759,0.130504,0.837721,0.4%

I £ A1,
0.1 38 AT LS >
o AR TR AL S M X
0.3 0.1 1.84
0.24
200 - v

[0 1000, 0 3400 247 Punkt

04
00 01 02 03 04 0S5

L

06 07 08 08

1  |0,Else
{

Abb. 1.9 Simulation der Regentropfen

a) Vollziehen Sie die Simulation nach.

b) Begrinden Sie, dass die Funktion f1 im unteren rechten Bild als Dichtefunkti-
on fur die Zufallsvariable X: ,x-Koordinate der Regentropfen” infrage kommt.

c) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit flr P(0,3 < X < 0,8).

Ldésungshinweise:
a) Individuell
b) f1 ist per Definition nie negativ. Die Flache zwischen dem Graphen von 1 und
der x-Achse hat den Inhalt 1.

c) P(03<X<08)=0,5

Seite 24
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Beispiel ,,Masse von Tabletten*

Insbesondere in der Pharmaindustrie spielt die Statistik mit Normalver-
teilungen eine groRe Rolle. Das folgende Beispiel soll diesen Sachzu-
sammenhang illustrieren.

Die Masse von 100 einzelnen Tabletten aus einer laufenden Produktion wurde ermit-
telt. Es ergaben sich folgende Werte in mg."

1170 1175 1185 1186 11839
120.2 1204 1194 119,1 1194
120,1 1209 1197 1194 1192
120,9 1213 1210 120,1 1206
121.1 1239 1213 1212 1208
121,4 125,1 1199 1210 1202
121,5 1225 120,1 1215 1195
120,86 1235 1229 1238 1237
119,5 1221 1234 1235 1210
118,86 1224 122.5 1245 1225
121,86 1226 1243 1195 1232
123,86 1228 12386 1200 1221
120,5 1217 1218 1221 1203
120,1 1216 1221 12286 1204
119,86 1217 1205 1218 1217
1198 121 3 1209 12386 1220
121.4 1207 11986 1208 1205
119,86 1240 123 4 1226 1206
1194 1233 1235 1217 1208
121.4 1224 1225 1225 12186

Abb. 1.10 Urliste einer Stichprobe von n = 100 Tablettenmassen (mg)

a) Fur die statistische Auswertung muss zunachst tberprift werden, ob das Mo-
dell Normalverteilung adaquat ist. Prufen Sie, ob sich die Masse der Tablet-
ten durch eine Normalverteilung modellieren I&sst.

b) Berechnen Sie nun die Wahrscheinlichkeit, dass die Masse der Tabletten
nicht gréBer als 123 mg ist.

Lésungen:

Darstellung im Schnellgraph, NormalPdf einfigen
Normalwahrscheinlichkeitsdiagramm
Saulenbreite 1

'® Quelle: http://www.deutscher-apotheker-verlag.de/uploads/tx_crondavtitel/datei-datei/9783804724396_p.pdf

© 2016 T° Deutschland Seite 25



T3 Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

11112
g al 024d
. o - 0184
120.2| fad 0-'?-1
= 1201) ocej"
4 1209 ]
1 0.00 18 . .
121.1 - 119 123 12 119 123 12
I‘I"“l |« » tabl Pluhl 1ah

= g g S 16166
1
! 117. N
z 120.2 g ik
' —= B
s 1201 Z -15-
T g
4 120.9
[ 1211 -3.0 T T T
— - 118 121 124
Pluhl |< - tabl

normCdff-»,123,121.293,1.616¢
0.854498

Abb. 1.11 Normalwahrscheinlichkeitsdiagramm und Lésung

Zugverspatungen

Durch die Zeitschrift test wurden 70.875 Regionalzlige auf ihre Verspatung hin
anhand von Datenangaben zu Zugverspatungen (,Aktuelle Ankunft/Abfahrt* bei
www.bahn.de) untersucht.'®

Regionalziige: Oft etwas unpiinktlich

20%

1%
mehr als 30 Minuten

10%

4-5 Minuten

21-30 Minuten

9% 4%
6-10 Minuten 11-20 Minuten
1) Abweichungen bei der Summierung ergeben sich durch Auf- und Abrunden.
Abb. 1.12 Verspatungen von Regionalziigen, Quelle: test 2/2008, S. 78 ff.

a) Erstellen Sie ein Punktdiagramm flir den Zusammenhang Zeit 2> Anteil Ver-
spétungen. Verwenden Sie dabei fir die Grolle Zeit immer die linke Grenze
jedes Teilintervalls als Wert fur die Verspatung, also z. B. fir das Intervall

' (Quellen: test 2/2008, S.78 ff;
https://www.test.de/Deutsche-Bahn-Wie-puenktlich-fahren-die-Zuege-wirklich-1617492-2617492/
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[2; 3] den Wert 2.
b) Zeigen Sie, dass die Punkte ungefahr auf dem Graphen einer

onf(x) =k-e ®¥* mitx; k € R;x = 0; k > 0 liegen. Geben Sie einen pas-
senden Wert fir k an.

c) Begriinden Sie, dass die Funktion f die Eigenschaften einer Dichtefunktion

erfallt.

d) Berechnen Sie mithilfe von f die Wahrscheinlichkeit, dass ein Regionalzug
hdchstens 15 Minuten Verspatung hat.

Lésungshinweise:

! |bis 1 0.56
2_2 bis 0.2
? |4 bis 0.1
4 6 bis 0.09|
S |11 bi 0.04

)(x): =i e ke x

solve(r(,\')BO,.\')

Ax) dxpe0
Jo

15

Ax) dxi=0.56

J 0

anteil

0.999775

Abb. 1.13 Losungen

"erspatung <

rao il B

056 e

0
2
4|l 0451
1 0.0
11

[« »

0 30
minuten

Beispiele fiir das Finden von weiteren Ubungsaufgaben:
(1) ,Lehrbuch Mathematik, Gymnasiale Oberstufe; Qualifikationsphase —
Brandenburg®, Duden Paetec, Berlin, 2012

(2) ,Lambacher Schweizer, Mathematik, Stochastik“, Ernst Klett Verlag Stuttgart,

2012

(3) Bigalke/Kdhler ,Mathematik 12, Thiringen®, Cornelsen, 2015
(4) Schmidt, Kérner, Lergenmiiller ,Mathematik Neue Wege; Stochastik*
hrsg. von Gunter Schmidt. Hannover [u.a.]: Schroedel, 2012.
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2. Aspekte der beurteilenden Statistik I: Zweiseitige Signifikanztests
Hubert Langlotz und Andreas Prémmel

Einleitung

Die beurteilende Statistik ist das Teilgebiet der Stochastik, das tber Stichprobenver-
fahren zum einen mdglichst genaue Schlussfolgerungen tber bestimmte Parameter
(dies kann z. B. ein Ausschussanteil oder ein Mittelwert sein) in der Grundgesamtheit
ermdglicht, dies bezeichnet man als Schatzen. Zum anderen geht es darum, eine
aufgestellte Hypothese fiir eine Grundgesamtheit (,die Partei wird bei der nachsten
Wahl mindestens 50 % der Stimmen erhalten®) mittels einer Datenerhebung in einer
Stichprobe beurteilen zu kénnen, dies bezeichnet man als Testen. Eine typische
Frage ist dabei, ob Unterschiede in den beobachteten Daten durch Zufall erklart wer-
den kdnnen oder nicht.

Da alle Autoren aus Thiringen sind, zitieren wir hier kurz aus dem Thuringer Lehr-
plan von 2013. Dort ist festgelegt, dass flir alle Schiiler das Thema 1 obligatorisch
ist, das Thema 2 ist dann ein zur Wahl stehendes Vertiefungsgebiet.

Thema 1 Thema 2 (Wahlthema)
Der Schiler kann Der Schiler kann
exemplarisch statistische Erhe- - Hypothesentests (auch einseitige
bungen planen und beurteilen, Signifikanztests und Alternativ-
zweiseitige Signifikanztests flr tests) fur binomial- und normal-
binomialverteilte ZufallsgréRen verteilte ZufallsgréRen durchfih-
durchfiihren und interpretieren. ren und interpretieren,
die Unsicherheit der Ergebnisse
von Hypothesentests begriinden.

Tab. 2.1 Beurteilende Statistik im Thiiringer Lehrplan

Statistische Erhebungen planen und beurteilen

Zu den originaren Aufgaben der Statistik zahlt die Analyse von Daten. Unser Alltag
wird immer mehr von Daten, vor allem auch Massendaten (big data) durchdrungen:
in Form von Einschaltquoten, Kundenprofilen, Bildungswegen etc. Schiiler sollten
sich wenigstens einmal in ihrer Schullaufbahn als Datendetektiv in einen idealtypi-
schen Kreislauf von Problem-Plan-Data-Analysis-Conclusion begeben (Abb. 2.1).
Der erste Schritt sollte hierbei sein, sich Klarheit dartiber zu verschaffen, was ge-
schatzt oder getestet werden soll. Aus vielerlei Griinden ist es meist nicht méglich,
bei Untersuchungen die Daten in Form einer Kompletterfassung (Grundgesamtheit)
zu erheben. Deswegen werden Stichproben erhoben und diese untersucht. Dabei
kénnen, allein bedingt durch Zufallsschwankungen, Stichprobenfehler bei der Erhe-
bung und Darstellung von Daten gemacht werden. Insbesondere die Wahl der Stich-
probe stellt sich hierbei als zentral dar. Bei der Wahl der Stichprobe ist darauf zu
achten, dass jedes Element der Grundgesamtheit die gleiche Chance haben muss,
in die Stichprobe zu kommen (vgl. Blichter & Henn, S. 396). Nur dann kénnen die
gewonnenen Daten zur Interpretation von KenngrofRen der Grundgesamtheit genutzt
werden. Dies heift auch, dass bei der Planung der Untersuchung die Grofe der
Stichprobe oft die zentrale GroRe darstellt. Einerseits sind die Ergebnisse von sta-
tistischen Tests im Normalfall umso genauer, je gréRer der verwendete Stichproben-
umfang ist, andererseits aber kosten gréfRere Stichproben mehr Zeit und sind in der
Regel kostenintensiver.

Exemplarisch lassen sich Stichproben im Unterricht schnell durch Abstimmungen
bzw. durch Datenerfassung zu interessanten Fragestellungen erheben. Ideen und
Rohdaten dazu finden sich auf der Internetseite von CensusAtSchool (Neuseeland),
bei Biehler et al. (2011) oder auch in der KaDiSto-Reihe der Universitat Kassel:
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* Verbringen Madchen im Mittel mehr Zeit mit Hausaufgaben als Jungen?
* Haben Jungen im Mittel einen schwereren Schulranzen als Madchen?

* Sind Jungen im Mittel gréf3er als Madchen?

* Verbringen Madchen im Mittel mehr Zeit in sozialen Medien als Jungen?

Eine weitere Mdglichkeit fir das Erheben von Stichproben ist die handische Simula-
tion mit idealtypischen Zufallsgeraten. Ziel ist es, fur ,Was ware wenn*“-Situationen
eine simulierte Haufigkeitsverteilung zu erzeugen, mit deren Hilfe man z. B. ein be-
obachtetes Ergebnis dahingehend bewerten kann, ob es auch allein durch Zufall
hatte entstehen kdnnen. Tests auf Fairness, Geschmackstests oder Tests auf eine
besondere Fahigkeit hin sind dafir typische Aufgabenstellungen. Auch das 10-20-
Test-Problem I&sst sich hier verorten. (Meyfarth 2006).

Ape You 3 Data Detectiyep

* undoratandivg 3nd
deriring the prodiem
PN * how ¢o we go abou!
V' 19 answaring this quastion

‘ =+ [

* interpretation A * what 10 meatre € houw”
* conchsions * sty ocrgx’

* rew ideas ) * recorcing

* communication _3 * ecllecting”

* sort dats 3 §  * collection

* constract table, grapes . : mansgamart
* look Cov pattares . b ! doanng
* ypotrass generation

G )t Data detectives use PPDAC  ..cumzmam

Abb. 2.1 PPDAC-Kreislauf (Quelle: www.censusatschool.org.nz)

Statistische Tests und Nutzung digitaler Werkzeuge

Mit einem statistischen Test soll ausgehend von Stichproben eine bestimmte
Hypothese Uber eine Grundgesamtheit Gberprift werden. Beispiele waren:
(1) Der Madchenanteil in der Bevdlkerung betragt 50 %. (zweiseitiger Test)
(2) Die meisten Weil3bierglaser fassen weniger als 0,5 |. (einseitiger Test)
(3) Der Anteil defekter Smartphone-Akkus ist entweder 10 % oder 30 %.
(Alternativtest — wird in diesem Heft nicht thematisiert)

Mit dem TI-Nspire™ CAS steht ein digitales Werkzeug zur Verfligung, das verschie-
dene Zugange zum Testen und Schéatzen erméglicht. Einige dieser Mdglichkeiten
wollen wir im Folgenden vorstellen.
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Zwei mogliche Einstiegsbeispiele

A) Miinztest

Ist das Werfen einer Miinze ein faires Spiel?

Experiment: Wann wiirden wir meinen, dass eine Miinze nicht fair ist? Jeder Schiler
wirft eine neue 1-Cent-Mlinze 30 Mal. Wir zahlen, wie haufig Kopf erscheint.

17, :

16| =

12 <

vl | o38888888

19 “] 9 11131517 19
[«]» experiment

Abb. 2.2 Miinze und Ergebnisse eines Experiments

Man konnte nun die Schuler auffordern, auf Basis der erhobenen Daten informell zu
beurteilen, wann wir die Hypothese ,Die Miinze ist fair* anzweifeln.

Eine mdgliche Antwort kdnnte z. B. sein:

Bei 30 Wiirfen wiirden wir die Miinze noch als fair ansehen, wenn die Anzahl von
Kopf mindestens 12 und héchstens 18 betragt.

Hieran konnte sich, um die Datenbasis zu erhdhen, eine erste einfache Simulation
des Vorgangs mit dem digitalen Werkzeug anschlieRen. Wichtig ist nun die Logik des
Vorgehens:

Unter der Annahme, dass die Minze korrekt ist (p = 0,5), werfen wir eine (digitale)
Miinze 30 Mal und wiederholen diesen Vorgang 1.000 Mal und beobachten die Ver-
teilung der ZufallsgréRe X: ,Anzahl von Kopf beim dreiRigfachen Minzwurf®.

Mit dem Befehl randbin(30,0.5,1000) wird das Experiment 1.000 Mal simuliert und
man erkennt im Histogramm schon, dass hin und wieder weniger als 12 bzw. mehr
als 18 Mal Kopf auftreten kann. Im rechten Fenster wurden diese Ereignisse mit dem
countif-Befehl gezahlt. Schon hier bietet es sich an, zu fragen: Was bedeuten die
Zahlen 105 und 99 bezogen auf unsere Annahme.

= =randbin(30.0.5,100¢ e &4 experi. B < o i
L 12 o = ' =randbin(?
14 2
== % 1 14 mehr als 18 105
16 e - 18 \weniger als 12 a9
‘| iC I a1 ' |
14 4 14
— 2 N O 0 16 18 2 X S 17 <
15 S o ~-‘o\:r{1f‘.vxperimem,' »18) Id >]

Abb. 2.3 Simulation und Auswertung mit der Lists&Spreadsheet-Applikation

Die Grundidee besteht nun darin, dass man ein in einer Stichprobe beobachtetes
Ergebnis danach bewertet, wie wahrscheinlich ein solches oder ein noch extremeres
Ergebnis unter der Annahme der zu beurteilenden Hypothese (Nullhypothese) ist. Ist
diese Wahrscheinlichkeit (der sogenannte P-Wert, auch als bedingte Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit bezeichnet) klein, ist die Nullhypothese anzuzweifeln. Nimmt
man das obige Resultat, so lasst sich sagen, dass in ca. 20 % der Félle Ergebnisse
entstehen, die an der Hypothese zweifeln lassen. Das Stichprobenergebnis liefert
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demnach keine Evidenz gegen die Nullhypothese. An der Fairness der Mlnze ist
nicht zu zweifeln. Abweichungen von 4 oder mehr vom erwarteten Wert 15 Mal Kopf
bei 30 MUnzwurfen sind gar nicht so selten, wie man vielleicht vorab vermutet hatte.
Begreift man den P-Wert als Mal} fUr die Vertraglichkeit von Daten (D) und Nullhypo-
these (Ho), lasst sich formelarm und rein intuitiv ein beobachtetes Stichprobenergeb-
nis D beurteilen: Je gréRer der P-Wert, umso groRer die Vertraglichkeit von D und Hy,
Oder in der Sprache des Testens: Je kleiner der P-Wert, umso mehr kann man an Hy

zweifeln."”
P-Wert (Wahrscheinlichkeit) | Beurteilung/Interpretation
=0.1% Sehr starke Evidenz gegen Hg
1% Starke Evidenz gegen Hg
5% Mittlere Evidenz gegen Hg
10% Schwache Evidenz gegen Hg
>12% Keine Evidenz gegen Hy

Tab 2.2 Interpretationen zur GroRRe des P-Wertes (Wild & Seeber 2000, S. 379)
Dieses sehr einfache Verfahren beruht auf den Arbeiten von R. A. Fisher und findet heute in vielen
Wissenschaftsbereichen seine Anwendung.

Ob man hier schon weitergehende Fragen thematisiert (Was kénnte man tun, um
diesen P-Wert zu verringern? Oder: Was passiert, wenn man die Stichprobengrofie
vergroRRert? Oder auch: Kénnte man nicht auch mit einer verbeulten Minze bei drei-
Rig Wurfen 15 Mal Kopf erzielen?), entscheidet sich in der jeweiligen Unterrichtssitu-
ation.

Relativ einfach ist es aber schon hier, verschiedene P-Werte zu berechnen und zu
zeigen, wie man diese verkleinern kann.

Abb. 2.4 Berechnung von P-Werten mit binomcdf()

B) Vermischte Kartenspiele

Zwei Kartenstapel mit jeweils 52 Karten und der gleichen Anzahl an roten und
schwarzen Spielkarten werden gemischt und wieder in zwei gleich groRe Stapel ge-
teilt. Man mochte mit einem Testverfahren (mit einer vorgegebenen statistischen
Sicherheit von 95 %) herausfinden, ob sich die Zusammensetzung von roten und
schwarzen Karten in den Stapeln geandert hat. Wahlen Sie einen der beiden prapa-
rierten Stapel aus und initiieren Sie folgende Gesprachssituation:

1. Jeder von euch zieht genau eine Karte, merkt sich die Farbe und legt diese Kar-
te wieder zuféllig in den Stapel. Dann zahlen wir, wie viele rote Karten gezogen
worden sind.

2. Bei welchem Anteil an roten Karten wirdet ihr an der Hypothese ,Der Anteil von
roten und schwarzen Karten im Kartenstapel ist gleich“ zweifeln?

Nach dem praktischen Experiment (Erheben einer Stichprobe im Umfang der Schu-
leranzahl) bietet es sich an, den TI-Nspire™ CAS zur (teilautomatischen) Simulation
zu nutzen. Durch Sortieren und Auszahlen lassen sich formelarm die mittleren 95 %
der Verteilung ermitteln, die man flr den Anteil an roten Karten mit p = 0,5 (bei n =
Schileranzahl, hier n = 28) erwarten wirde (Abb. 2.5 und 2.6).

i Humphrey (2014), Marohn (2015)
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Auf dieser Grundlage lasst sich folgende Aussage formulieren: Verwirf Hg

(mit 95%iger Sicherheit), wenn das Ergebnis der Stichprobe auflerhalb des 95 %-
Prognoseintervalls liegt (= Verwerfungsbereich von Hg), ansonsten tue nichts

(= Nichtverwerfungsbereich von Hy).

Mit anderen Worten: Liegt das Ergebnis der Stichprobe innerhalb des 95 %-
Prognoseintervalls, weils man nichts Neues tber Hy und man kann nichts
entscheiden!

*Nicht gespeicherte < { .

@A box B stichprobe c
= \=randsamp(box,28) |

|rot |rot 16
|schwarz |rot : 0.571429_

'schwarz

1
2

|rot

A J i w

Irot

v

CI =~:mmnf(stichprobe,3‘=.--o:) [4 ’ »

Abb. 2.5 Einfache Simulation mit randsamp() und countif()

@ * anteil_r& 8 c g [ @} anteil_rot B C ’fi
= | =randbin(28,0.5,200)/28 w[;:g] = | =randbin(28,0.5,200)/28 k
| 15/28| ] 1528 14| 98|

& 17128 2| 1728) 27| 19728

3 | 12| 3 | 12| 27|

oA 47| | ; a7| 27| |
11728 o 5] 11728| 277 e
5| =al 1] [4]» [ [«]»

Abb. 2.6 Wiederholte Simulation (m = 200) mit randbin() und Sortieren und Zahlen

Durch Kopieren der ersten Spalte in Spalte B und dem anschlieRenden Auf-
wartssortieren (Crtl Menl 8 — 1) lassen sich in Spalte C mit =b6 und =b7195 die Gren-
zen des 95 %-Prognoseintervalls (fir p = 0,5 und n = 28) angeben.

*Nicht gespeicherte < { X

@ iiLrot |

= bin(28,0.5,200)28 | |-

] 1528 | |=

2 17728 | ||

3 12| |15

“ a7 = &

: 2800 030 050 070
[#] anteit_rot [ 4| » anteil_rot

Abb. 2.7 Darstellung der Haufigkeitsverteilung mit Schnellgraph

Das Haufigkeitsdiagramm zeigt, mit welchen Ergebnissen in einer Stichprobe zu
rechnen ist, wenn die Zusammensetzung gleich, der Anteil an roten Karten p = 0,5

Seite 32

© 2016 T° Deutschland



T3 Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

ware. Anhand der Simulation I&sst sich qualitativ beurteilen, wie das Ergebnis einer
Stichprobe zu bewerten ware. Fir eine quantitative Beurteilung kann man das 95 %-
Prognoseintervall auch naherungsweise berechnen durch:

[p - 1/7/n; p + 1/7/n]. Betrachtet man namlich als ZufallsgréRe Y den Anteil der roten
Karten im Stapel, dann ist E(Y) = p und o(Y) = 1/(2v/n). Durch die Betrachtung der
binomialverteilten Zufallsgréfie ,,Anteil der Erfolge” 1asst sich auf natirliche Weise
zum Streuungsmal o/v/n Uberleiten, das insbesondere bei normalverteilten Zufalls-
grélRen von Bedeutung ist.

Und nun noch einmal in Anzahlen: Jede Stichprobenabweichung von 6 oder mehr
roten Karten vom Erwartungswert 14 Iasst stark an der Hypothese p = 0,5 zweifeln.
Spatestens an dieser Stelle ist es im Unterricht an der Zeit, die wirkliche Zusammen-
setzung des Kartenstapels aufzudecken und die Leistungsfahigkeit des Verfahrens
(Macht des Tests = 1-f) anzudiskutieren.

Der Signifikanztest

Der Signifikanztest ist ein statistisches Entscheidungsverfahren, das man immer
dann verwenden kann, wenn man Uber keine weiteren Informationen (wie Fehler-
kosten etc.) verfiugt. (Diepgen 1993, S. 137).
Das allgemeine Vorgehen bei einem Signifikanztest 1asst sich so darstellen:
1. Inhaltliche Formulierung der Hypothese (,Der Madchenanteil in der Bevdlke-
rung ist 50 %.)
2. Formulierung der Nullhypothese Hy und der (dazu komplementéaren) Alterna-
tivhypothese H, (hieraus folgt die Wahl des Testverfahrens)
3. Testgrofle angeben/Signifikanzniveau festlegen/Entscheidungsregel formulie-
ren
4. Stichprobe zusammenstellen
5. Vergleich der in der Stichprobe ermittelten Werte mit dem hypothetischen
Wert der Nullhypothese und Schlussfolgerung treffen: Liegt die TestgréfRe im
Verwerfungsbereich (kritischer Bereich), dann wird Hy verworfen, ansonsten
kann Hg nicht verworfen werden.
6. Sicherheit der Entscheidung: Mit der Wahrscheinlichkeit 1-a (statistische Si-
cherheit) wird Hy korrekterweise nicht verworfen, wenn das Testergebnis im
Nichtverwerfungsbereich liegt.

Wichtig: Punkt 3 darf nach dem Test nicht angepasst werden, das heildt, wenn das
Ergebnis auf dem 5 %-Niveau nicht signifikant ist, darf man im Nachhinein nicht ein-
fach dieses Niveau fir die bereits erhobene Stichprobe verandern. Ebenso ist es
nicht zulassig, so lange Stichproben zu betrachten, bis man beweisen kann, was
man beweisen will. Man kénnte dies auch mit dem Begriff Testethik bezeichnen.

Die Kernidee des Hypothesentestens lasst sich durch folgendes Zitat gut fassen:
.Weichen die tatsachlichen Daten von der bei der Giltigkeit der Nullhypothese zu
erwartenden Situation ,uberzufallig’ stark ab, d. h. so stark, dass man die Abwei-
chung nicht mehr nur der Zufallsstreuung zuschreiben kann, dann ist die Nullhypo-
these zu verwerfen. Mit anderen Worten: kleine Abweichung = Zufallsstreuung,
grofRe Abweichung = Zufallsstreuung und inhaltlicher Unterschied® (Walter 2009).
Das beschriebene Testverfahren erlaubt eine Quantifizierung dieser qualitativen
Aussage.

Da jede Stichprobe die Realisierung eines Zufallsexperiments darstellt, kann es sein,
dass in der Stichprobe zufallig unverhaltnismalkig mehr oder weniger Elemente mit
der betrachteten Eigenschaft vorkommen. Das flhrt dann zu zufallsbedingten Fehlur-
teilen Gber die Grundgesamtheit. Da aufgrund des Stichprobenergebnisses die Null-

'8 Die Statistiker J. Neyman und E. S. Pearson haben das P-Wert-Testen zu einem Entscheidungsverfahren mit einem
festen, vordefinierten Ablauf weiterentwickelt.
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hypothese abgelehnt werden kann, aber auch u. U. aufrechterhalten werden muss,
kénnen folgende Falle auftreten:

Zustand der
Grundgesamtheit . .
Entscheidung Ho gilt Hi gilt
aufgrund der Stichprobe
falsch
. . Fehler 1. Art C L
Ho ist zu verwerfen (H, gilt). (a-Fehler) richtig
,Fehlalarm®
falsch
. . _ Fehler 2. Art
Ho ist nicht zu verwerfen. richtig (B-Fehler)
,Ubersehfehler®

Tab 2.3 Entscheidungsfille (u. a. Fehlentscheidungen)

Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art wird durch die Irrtumswahrscheinlichkeit
a angegeben und beeinflusst:'® P(H; gilt|H, gilt) = a. Schwieriger ist die Kontrolle
Uber den Fehler 2. Art. Dies kann man als Richtlinie fir die Wahl der Nullhypothese
nutzen: Da der schwerwiegendere Fehler kontrollierbar sein soll, sollte dieser Fehler
als Fehler 1. Art gewahlt werden. Wir finden dies im Rahmen unserer Rechtspre-
chung wieder: ,Im Zweifel flir den Angeklagten.“ Ziel eines Hypothesentests ist es,
eine Entscheidung fiir oder gegen die Hypothese unter Einhaltung gewisser Schran-
ken fiir die Fehlerwahrscheinlichkeiten zu treffen. Die oben aufgefiihrten Beispiele
fihren auf unterschiedliche Weise in das Hypothesentesten ein.

Ein ausfiihrliches Beispiel zur Verwendung des digitalen Werkzeugs bei einem
zweiseitigen Hypothesentest

Die Vorabendsendung ,Liebe, liebe Liebelei* hatte im Schnitt eine Einschaltquote
von 25 %. Die Sendeleitung vermutet, dass sich dies nach dem geplanten Ausschei-
den eines Hauptdarstellers geandert hat. Man moéchte dies durch eine Befragung von
200 Personen auf dem 5 %-Signifikanzniveau testen.
Entwerfen Sie hierfiir ein Testverfahren.
Ho:p=0,3 Hy:p#0,3 a=0,05 Stichprobengrélte n =200

1. L6sung mit systematischem Probieren

binomCdf(200,0.3,0,48) 0.035948 |
binomCdf(200,0.3,0,47) 0.024933
binomCdf(200,0.3,73,200) 0.028434
binomCdf(200,0.3,74, 900) 0.020021

Abb. 2.8 systematisches Probieren mit binomcdf()

Verwerfungsbereich von Hqy: V ={0,...47}U{74,...200}
Nichtverwerfungsbereich ' = {48,...,73}

'® Der Alpha-Fehler ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit P(Ho verwerfen|H, gilt) = a.
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Falls weniger als 48 oder mehr als 73 der Befragten angeben, die Sendung zu

sehen, kann man von einer Veranderung der Zuschauergunst ausgehen.

2. Lo6sung mit nSolve-Befehl

Abb. 2.9 nSolve ()-Befehl zur Ermittlung der Binomialquantile

nSolve(binomCdf(200,0.3,0,k)=0.025,k 1)

43.

nSolve(binomCdf(200,0.3,k,200)=0.025,k 1)

73.

Der Befehl nSolve liefert fir die kumulierte Verteilung binomCdf stets den ersten
Wert k, fir den die Wahrscheinlichkeit Gber der angegebenen Grenze liegt. Ein

Startwert fUr die Variable k (hier k = 1) muss angegeben werden. Man erhalt somit

hier den Nichtverwerfungsbereich.

3. Loésung mittels Tabelle

m‘ *hyponotes2 < rao {71 B3 « K] mm

*hyponotes2 < L {- [ X

0" xk B pv .( bin; 0;“‘ xk B binrechts € bin 2
= | =seq(k, k,0,200) =binomcdf(200,0.3) |=bin¢ || = =seq(b'm=bmm
“54 L 0.007151 | 0.00] 971 70 0.072786|0.018
“'44 457 0011127.0.30 72 71- C054."ZC7-0 014
47 46 0.016369/0.00 §73| 72| 0.039628/0.011
Z 0.024933(0.00] fl74| 73 0.022424| 0,008
49 43 0035928/ 0.01 75| 74| 0.020021] 0.006
e8| =47 [ 4 » I@)iﬂruhts =seq|binomedf(200,0.3,7,20 ’l 4>

Abb. 2.10 Lésung mittels Lists&Spreadsheet

Wahrend die linke Intervallgrenze direkt abgelesen werden kann, muss man
fur das Auffinden der rechten Intervallgrenze jeweils vom aktuellen k-Wert an

die jeweiligen Einzelwahrscheinlichkeiten bis n aufsummieren.

4. Lo6sung im Grafikfenster

Im Grafikfenster lasst sich dieses Problem als Schnittproblem zwischen je-
weils zwei Funktionsgraphen f(x) = binomcfd(200, 0.3, x) und g(x) = 0.975 (=

0.025) auffassen, damit ermittelt man den zugehérigen x-Wert.
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(73,0.975) f4bd)=0975

Bezeichnung

£2x)=biZpmCdfi2 )

E(x)-o 025

(48,0.025) _
2#1:?.-............2.1'(ﬂ
Abb. 2.11 grafische Losung
5. Nutzung der Notes-Seite
Um die dargestellten Berechnungen flexibler zu gestalten, kann man sich
auch ein Notes-Dokument erarbeiten, sodass man dann fir beliebige Stich-
probengréfien, beliebige Signifikanzniveaus und beliebige Wahrscheinlichkei-
ten die Berechnungen der Grenzen automatisieren kann. Gleichzeitig ist
hiermit auch eine schéne Veranschaulichung denkbar (aus Praktikabilitats-
grinden wird hier kein Histogramm gezeichnet).

*hyponotes2 — PAL:{"N
Zweiseitiger Hypothesentest 0.060 - .Q
°
Ho:p=03+0 3| 0.045 ] : .‘
. ° o
alpha a:=0.05 » 0.05
£ 0.030] —2
Stichprobengrofen =200 » 200 ° °
: a 0.015 5 °
gl -nSolve(binomCdf(n,p,O,b)-f',b, 1) * 48
e 0.000
gr -nSolvv:-(bxnomCdr(n,p,b,n)-i,b,1) » 73 A 10 30 50 ) 70 Q0
2 = X

Abb. 2.12 Interaktive Notes-Applikation

Es bietet sich hier eventuell auch an, den 3-Fehler zu verdeutlichen.
Da die Wahrscheinlichkeit hierftir nicht bekannt ist, kann man aber fir ver-

schiedene p die Verteilung sichtbar machen und die Groflie des Fehlers ver-
deutlichen.

20 30 40 S0 60 70 80 90
xk

Abb. 2.13 Darstellung der W-Verteilung fiir verschiedene p
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Dieser Fehler kann nun auch automatisch im Notes-Fenster fir das aktuelle p
der Alternativhypothese berechnet werden.?

a
gr:=nSolve(binomCdf(n,p,b,n)=—,b, 1) » 73.
2

Betafehler
beta: =binomCdf(np1,glgr) » 0.699612

Y

0

<

Abb. 2.14 Ermittlung des Beta-Fehlers fiir das aktuelle p

Der groflRe Stichprobenumfang rechtfertigt auch eine Bearbeitung der Aufgabe mit
dem Modell der Normalverteilung (Laplace-Bedingung ist erfullt). Auch hier sind ver-
schiedene Vorgehensweisen maglich.

«ormCar{60-k 60+ 60,J200 0.3 0.7 el

0.9103

‘ormCdf(If-O-}; 60-};60,\1230 0307 )l‘.*
0.9259

/' 0930 \72,
<omCaf(60-% 60+% 60,4200 0.2 0.7 Jpi=|, A \

invNorm(0.975,60,J200 0.3 07) 72

0 955150

k

Verwerfungsbereich

v ={0,..471U{73,...200}
Nichtverwerfungsbereich
v ={48,..72}

Verwerfungsbereich

v ={0,...471U{73,...200}
Nichtverwerfungsbereich
v ={48,..72}

Abb. 2.15 Vom TI-Nspire unterstltzte Vorgehensweisen bei Nutzung der Normalverteilung

Man erhalt hier im Vergleich zur Losung mittels Binomialverteilung in allen Lésungs-
varianten leicht abweichende Bereiche (aufgrund der Approximation).

2 Unter Verwendung der Notation der bedingten Wahrscheinlichkeit heifdt dies: P(Ho|H+ gilt), also P(Ho|p:=0.35)=0,6696.

invNorm(0.025,60,4200 0.3 0.7)  47.
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3. Aspekte der beurteilenden Statistik Il: Einseitige Signifikanztests
Hubert Langlotz, Andreas Prommel
Oft wird in Sachzusammenhangen nicht gefragt, ob sich eine bekannte Trefferwahr-
scheinlichkeit nur geéndert hat, sondern in welche Richtung diese Anderung erfolgt
ist. Erwartet man eine kleinere Wahrscheinlichkeit, so spricht man von einem links-
seitigen Test. Nimmt man an, dass sich die Wahrscheinlichkeit fir eine Gréle ver-
grofRert hat, spricht man von einem rechtsseitigen Test. Um den Sachverhalt zu ver-
deutlichen, betrachten wir folgendes Beispiel, das je nach Standpunkt zu einem
linksseitigen bzw. einem rechtsseitigen Test fihren kann. Das prinzipielle Vorgehen
ist analog zum zweiseitigen Test.

Beispiel

Die KKP erhofft sich bei den nachsten Wahlen mehr als 50 % der Stimmen. Mittels
einer Befragung unter 500 zufallig ausgewahlten wahlberechtigten Personen soll
ermittelt werden, ob zusatzliche aufwendige Werbekampagnen erfolgen sollten.

Der Finanzchef méchte durch einen statistischen Test belegen, dass keine zusatzli-
che Werbekampagne erforderlich ist (also der Stimmenanteil tber 50 % liegen wird),
der Wahlkampfmanager méchte dies widerlegen. Beide einigen sich darauf, dass die
Wahrscheinlichkeit fur eine Fehlentscheidung héchstens 3 % betragen soll.

linksseitiger Test (Wahlkampfmanager)
HO:p=0,5 H1:p<0,5 n=500 a=0,03
Da kleine Werte gegen Hg sprechen, wird Hq verworfen, wenn sich nur weni-
ge Wahler fur die Partei aussprechen. Man muss also die gréf3te Zahl g, su-
chen, fur die gilt P(X < g)) < 0,03 mit der Prifgréle X mit den Parametern
n =500 und p =0,5.

binomCdf(500,0.5,0,228) 0.027185

binomCdf(500,0.5,0,229) 0.033305

|

Abb. 2.16 linksseitiger Test

Der Verwerfungsbereich von Hy ware demzufolge V = [0,..., 228]. Der zuge-
horige P-Wert ware hier P(X < 228) = 0,027. Der Wahlkampfmanager ent-
scheidet demnach, Hy zu verwerfen (97 % statistische Sicherheit), wenn das
Stichprobenergebnis im Verwerfungsbereich von Hy liegt.
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Rechtsseitiger Test (Finanzchef)
Ho:p<05 Hi:p>05 n=500 a=0,03
Da grof3e Werte gegen Hq sprechen, wird Hy verworfen, wenn sich viele Wah-
ler fir die Partei aussprechen. Man muss also die kleinste Zahl g, suchen, fir
die gilt P(X = g;) < 0,03.

binomCdf(500,0.5,271,500) 0.033305

binomCdf(500,0.5,272,500) 0.027185

Abb. 2.17 rechtsseitiger Test

Der Verwerfungsbereich von Ho ware demzufolge V = [272, ..., 500]. Der zugehdrige
P-Wert ware hier P(X 2 272) = 0,027. Der Finanzchef entscheidet, Hy zu verwerfen
(97 % statistische Sicherheit), wenn das Stichprobenergebnis im Verwerfungsbereich
von Hy liegt.

Deutlich wird bei diesem Beispiel auch ein prinzipielles Problem beim Hypothesen-
testen: Falls die Ergebnisse im Bereich [229, ...271] liegen, kann keine der beiden
Nullhypothesen verworfen bzw. keine Entscheidung dazu getroffen werden (dazu
erfolgen im néchsten Kapitel weitere Anmerkungen).

Insbesondere bei einseitigen Tests spielt das Ziel der Untersuchung eine wesentliche
Rolle. Ein weiteres Beispiel dazu:

Ein Pharmaunternehmen méchte ein neues Diabetesprodukt auf den Markt bringen
und behauptet, dass es bei weniger als 2 % der Testpersonen zu Nebenwirkungen
kam. In der Praxis der Zulassung von neuen Medikamenten ist es Ublich, von einem
Signifikanzniveau von a = 1 % auszugehen?.
Erstellen Sie einen Test so, dass der Fehler 1. Art der schwerwiegendere ware, da
dieser kontrollierbar ist. Es sollen 1.000 weitere Personen getestet werden.

a) Stellen Sie das Testverfahren auf und beschreiben Sie den Fehler 1. Art.

b) Was ware passiert, wenn die Hypothesen ausgetauscht worden waren?

Lésungsskizzen
a) Ho:p20,02 Hy:p<0,02 n=1000 a=0,01 (linksseitiger Test)

(2]

binomCdf(1000,0.02,0,10) 0.010237

binomCdf(1000,0.02,0,9) 0.004681
Abb. 2.18 linksseitiger Test

! Die Praxis der Neueinfiihrung von Medikamenten untergliedert sich in mehrere Phasen, aus der hier in vereinfachender
Weise eine Phase betrachtet wird (https://de.wikipedia.org/wiki/Pharmaforschung)
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Der Verwerfungsbereich ist VV = {0, ...,9}. Der Fehler 1. Art bedeutet hier,
dass ein Medikament zum Einsatz kommen wiirde, welches starkere Neben-
wirkungen hat, man entscheidet sich fiir Hy, obwohl Hq gilt. Dies ware sicher-
lich der gefahrlichere Fehler.

Beispiel fir einen Fehler 2. Art unter der Annahme, dass p = 0,01 ware:

H binomCdf(1000,0.01,10,1000)  0.542699 H

Der Fehler 2. Art beschreibt hier eine ,verpasste Gelegenheit, man entschei-
det sich fur Hg, obwohl Hy gilt “.

Ho: p<0,02 Hyu:p>0,02 n=1000 a=0,01 (rechtsseitiger Test)

binomCdf(1000,0.02,31,1000) 0.012648

binomCdf(1000,0.02,32, 1000) 0.007508

Abb. 2.19 rechtsseitiger Test

Der Verwerfungsbereich ist V = {32, ...,1000}. Der Fehler 1. Art bedeutet hier,
dass ein Medikament nicht zum Einsatz kommen wirde, obwohl es nur ge-
ringe Nebenwirkungen hat.

Beispiel fir einen Fehler 2. Art unter der Annahme, dass p = 0,03 ware:

binomCdf(1000,0.03,0,31) 0.619727 H

Der Fehler 2. Art beschreibt hier den Fall, dass die Hypothese aufrechterhal-
ten wird, obwohl das Medikament gréRere Nebenwirkungen hat. In diesem
beschriebenen Fall sollte also sicherlich die Variante a) gewahlt werden.

Was ware hier z. B. die ,Annahme* der Nullhypothese mit z. B. 14 Nebenwirkungen
bei 1.000 Testpersonen wert gewesen?

Auch fir p = 0,03 wirden wir mit diesem Wert im Nichtverwerfungsbereich liegen,
also brachte dies nicht viel.
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Weiterfiihrende Gedanken

,Der entscheidende Schritt beim Signifikanztest liegt weniger in der rechnerischen
Durchfiihrung des Tests als in der Wahl der Nullhypothese und ihrer Gegenhypothe-
se. ... Ein Unterricht, der sich auf den Formalismus eines Signifikanztests, seine rein
mathematische Auspragung beschrankt, wird dem stochastischen Aspekt nicht ge-
recht. Da man nicht anders zeigen kann, dass eine Hypothese A gegenlber einer
Hypothese B den Vorzug verdient, als dass man B statistisch begriindet zuriickweist,
wird die Nullhypothese aufgestellt mit der Absicht, sie nach Mdéglichkeit zu verwerfen.
Dabei darf man die Méglichkeit einer Fehlentscheidung nicht auRer Acht lassen, ins-

besondere wenn sie schwerwiegende Folgen haben kénnte*.?

po
Grundgesamtheit t P

t h bzw. H
Stichprobe I
Ho: p = po ,stat. | Mit Ho: p = po ver- | Ho: p = po ,stat. wider-
widerlegt® tragliche  Stichpro- | legt®
p<po .Stat. be- | benergebnisse p>po »Stat. bewiesen”
wiesen” (nicht bewiesen)

Abb. 2.20 Testen von Hypothesen (siehe Kropfl 1994, S. 189)

Im Weiteren wollen wir an konkreten Beispielen einige typische Problemstellungen
betrachten, die man im unterrichtlichen Kontext beim Testen von Hypothesen dar-
stellen und bearbeiten sollte.

Wichtig erscheint uns dabei, dass man die folgenden drei Aspekte in Betracht zieht:
* Welche Ziele verfolgt man mit dem Test?
* Was man zeigen will, gehort in die Gegenhypothese.
* Nur eine Verwerfung der Nullhypothese hat einen Nutzen.

Wir konstruieren hierzu mégliche Beispiele:

(1) Konsument-Héndler-Sicht — Wahl der Nullhypothese

Beispiel: Mein Drucker wurde repariert. Die ausfilhrende Firma versprach mir, dass
die Ausschussquote nur noch 4 % betragt. Nach ersten Druckversuchen misstraue
ich der Firma und will dies anhand von 100 Kopien belegen. Entwickle einen Test,
der eine Irrtumswahrscheinlichkeit von héchstens 5 % in Kauf nimmt. Gib die Ent-
scheidungsregel an. Welchen Test wirde die Firma vorschlagen?

2 ygl. Schmid (2005, S. 332)
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Ho: p < 0,04H;: p > 0,04

binomCAR100,0 04,5 100)f=6  0.211625

a =0,05

binomC4r(100,0 04K 1‘30:',‘?-" 0.106252
_ binomCdf(100,0 044 100)f=8  0.047512

Kin = 8 Vv =18....100}

binomCdr{100,0 04,4 100 k=9 0.01899%2

Abb. 2.21 Nullhypothese aus Konsumentensicht

Ho: p 0,04H+: p < 0,04 4 v *Nicht gespeicherte —  {I1E3

binomCdf(100,0.04 0, k)pic=1 0.087163

a =0,05

Kmax = 8 v ={o} obiee

binomCdf(100,0.04.0,k)jk=0

Abb. 2.22 Nullhypothese aus Handlersicht

Der Verwerfungsbereich der Nullhypothese aus Konsumentensicht liegt bei 8 oder
mehr fehlerhaften Drucken. Im Gegensatz dazu dirfte es gar keinen Fehldruck ge-
ben, wenn man der Firma Recht geben mdchte. Wie kdnnte man sich einigen? Sollte
das Stichprobenergebnis irgendwo zwischen 0 und 8 liegen, kann man namlich gar
keine Entscheidung (auf dem Signifikanzniveau 5 %) treffen.

(2) Die Nullhypothese ,,annehmen“ ist wertlos

Warum ist es wichtig (wenn es maéglich ist), die ,Wunschhypothese® immer als Alter-
nativhypothese zu wahlen? Wir wollen dies am Eingangsbeispiel ,faire Minze* dar-
stellen.

Beispiel: Mlinze ist nicht fair
Ho:p=05 Hi:p#0,5 n=30 a=0,05

Der Nichtverwerfungsbereich ist V = {10, ..., 20}. Nehmen wir an, das Ergebnis beim
Test ist 12 (P-Wert 18,7 %). Dann sollte man vermeiden zu sagen: ,Damit kann die
Nullhypothese angenommen werden®, hieRe, die Miinze ist fair, denn das Ergebnis
passt auch zu unendlich vielen anderen Nullhypothesen. Dazu ein konkretes Bei-
spiel:

Ho:p=04 Hi:p#04 n=30 a=0,05

Der Nichtverwerfungsbereich ist V = {7, ...,18}. Also mit dem gleichen Ergebnis
kénnte man schlussfolgern, dass p = 0,4 gilt. Man muss also formulieren: ,Die Null-
hypothese kann nicht verworfen werden.”

Schétzen oder Testen

Beim Testen von Hypothesen prift man, ob eine angenommene Wahrscheinlichkeit
mit Beobachtungen vertraglich ist, und beim Schatzen bestimmt man aus Beobach-
tungen ein Vertrauensintervall, von dem man vermutet, dass es die unbekannte
Wahrscheinlichkeit mit einer vorgegebenen Sicherheit Gberdeckt.
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Nutzung der Sigma-Regeln beim Testen und Schiatzen

Far eine binomialverteilte Zufallsgrofie X mit E(X) =n-pund o = {n-p- (1 —p) gilt,
dass ca. 68 % der beobachteten Ergebnisse (wenn genligend Ergebnisse betrachtet
werden, bzw. wenn die Laplace-Bedingung n-p-q > 9 gilt) in der 16-Umgebung,

ca. 95,5 % in der 20-Umgebung und ca. 99,7 % in der 3o-Umgebung von E(X) liegen
(Sigma-Regeln).

Insbesondere bei Fragen der beurteilenden Statistik werden zusatzlich die 1,640-
(90 %), die 1,960~ (95 %) und die 2,580-Umgebung (99 %) betrachtet®.

[11]12 *Dok < GIGE of)]
1+ 1.95996
invNorm(—a_O, l)la-O 95
R\ 2
‘ 1+a | 1.64485
invNorm(|=—0,1|ja=0.9
257583

1
mvNorm(¥,o, l)ia-O 99

Abb. 2.23 Sigma-Umgebungen

Der mathematische Hintergrund sei hier kurz illustriert:
Die doppelte Ungleichung E(X)-c-o<X =<E(X)+c-o mitc =1,2,... beschreibt
diese Umgebungen. Fir binomialverteilte ZufallsgréRen X folgt daraus:

np-cn-p-(l-p)<sX=<n-p+c-\n-p-(1-p).

Die Division durch den Stichprobenumfang und die Berlicksichtigung, dass %die re-
lative Haufigkeit h,, der ZufallsgroRRe X ist, ergibt

poc /2=y e (p202P)
n n

Hieraus ergibt sich

|h,-pl=c- rd=p) , was gleichwertig ist zu (hy-p)?<c? -2~ (I-p)
n n

Durch Auflésen dieser quadratischen Ungleichung kann man nun sowohl die ent-
sprechenden Vertrauensintervalle (Auflésung nach p(h)) als auch die Prognoseinter-
valle (Auflésung nach h(p)) bestimmen. (Abb. 2.24 fiir konkretes h und konkretes p).

Schatzen Te 610 < (

n=1000 » 1000 =
c=196+ 19
' 2.0.5
. > €705 (1-0.5)
Lo]'v'el()'—o f’)“=;1_.’r)
n /
x y f;'l p ‘l—p)
-p)te—— 0
n

v

Abb. 2.24 Losungen der quadratischen Ungleichung fiir n = 1000 und c = 1,96

2 Méchte man andere c-o-Umgebungen betrachten, so kann man dies durch Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung erméglichen.
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Das Prognoseintervall wird durch die ,h“ bestimmt, hier [0.469; 0,531]; das Vertrau-
ensintervall durch die ,p“, hier [0,444; 0,506]. Stellt man dies funktional dar, so erhalt
man die Bégen der Konfidenzellipse® bzw. fiir konkrete p das zugehérige Progno-
seintervall.

Untere Intervallgrenze hu(p)=p-c- p-(1-p)
n

Obere Intervallgrenze ho(p)=p +c- p-(1-p)
n

Umgekehrt erhalt man durch Auflésen der Ungleichungen fiir vorgegebene relative
Haufigkeiten h die Grenzen des Vertrauensintervalls.

Schitzen (Ausgangspunkt sind die Daten) — Schluss von der Stichprobe auf
die Gesamtheit (Konfidenzintervall oder Vertrauensintervall)

Von einem ermittelten Stichprobenwert h, wird auf ein Intervall geschlossen, das die
gesuchte Wahrscheinlichkeit mit einer vereinbarten Sicherheit Gberdeckt.

Beispiel: Bei einer Befragung sprachen sich von 1.000 Personen 475 fir Kandidat A
aus, wobei ein Kandidat im 1. Wahlgang mindestens 50 % der Stimmen auf sich ver-
einigen muss. Ermitteln Sie das 95 %-Vertrauensintervall hierzu.

Ermittlung des Vertrauensintervalls: Zu h, = 0,475 gehort das Vertrauensintervall von
[0,444; 0,506]. Die Waagerechte im Diagramm? liefert die Lésung.

I ——————————————————————————————
Konfidenzintervall

Stichprobe:
h=Anteil derTreffer neVersuchszahl

TR

h:=0.475 » 0.375

2:=1000 * 100
Vielfaches der o-Umgebung
k=1.96 * 1.96]

- tay | 0.944.0.475
Festlegung der beiden Grenzen | (0.444.0.475)

'(!-l‘; p) (). 50 -=
g1lp) k- | PL | pertia | (0.506,0.475)
v n

0]

2lp) “prk- (5
A\

n
Berechnung des Konfidenzintervalls 01 |
solvelgllp)<h<g2(p) p) b
3
) 505988 03

0l
e [ A=zl

03

Abb. 2.25 Lernumgebung Konfidenzintervall

Mit 95 % Sicherheit Gberdeckt das Vertrauensintervall [0,444; 0,506] den tatsachli-
chen Stimmenanteil fir Kandidat A. Es kdnnte also gerade noch zu einer Mehrheit im
bereits ersten Wahlgang reichen, aber eher wohl nicht.

24 vgl. Vehling (2015)
% vgl. Dreeen-Meyer (2011)
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Testen (Ausgangspunkt ist eine Hypothese) — Schluss von der Gesamtheit auf
die Stichprobe (Prognoseintervall)

Der Anteil p eines Merkmals sei bekannt bzw. soll abgesichert werden, dann kann
man z. B. das 95 %-Prognoseintervall angeben, in welches mit 95%iger Wahrschein-
lichkeit die relative Haufigkeit h, des Merkmals in der Stichprobe fallt.

Das Prognoseintervall zu p = 0,5 ergibt sich durch die Schnittpunkte der senkrechten
Geraden (hier p = 0,5 mit den beiden Funktionsgraphen g4 und g,).

TR

(0.5.0.531) ,

(0.5,0.9469)

Berechnung des Prognoseintervalls

fur gegebenes p

Pp:*0.5 * 0.3 B

3 )
1(pp) nix gils)
s R

w2lpp) *

| LB}
Abb. 2.26 Lernumgebung Prognoseintervall

Demzufolge liegt die zu erwartende relative Haufigkeit mit der Sicherheitswahr-
scheinlichkeit von 95 % im Intervall [0,46901; 0,53099].

mm ERN ) *Schatzen_T. 610 < {:-, -

n'=1000 * 1000 =
1-p

ey |1 (T -
n

' 1-

22(p): =p+1.96 M » Fertig
n

solve(gl(O 5)<}1<g2( 5),11)

» 0.46901<h<0.52099

Abb. 2.27 Berechnung Prognoseintervall
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Kommen wir hier noch einmal auf das Einstiegsbeispiel dieses Kapitels zurlck:

gllp) =p-196

D 1-
g2(p) =p+1.96 jﬂ . Fertig
n

solv»:-(gl( S)t:i.'t:gZ(O 5),/‘1)

> 0.456173<h<0 54282

NS

56173 500 » 228 08

43827-500 » 271 914

,_.
.o O
RN w

. v

Abb. 2.28 Berechnung Prognoseintervall

Man erkennt, dass man auch mit dieser Berechnungsmethode anndhernd das glei-
che Ergebnis fur die gesuchten Verwerfungsbereiche erhalt.

Biehler und Eichler fassen diese Ideen so zusammen: ,Die Ermittiung eines solchen
Konfidenzintervalls enthalt den Hypothesentest quasi als ,,Abfallprodukt: Angenom-
men, man hat zu einem Anteil ein 95% Konfidenzintervall bestimmt. Dann enthalt
dieses Intervall genau diejenigen Wahrscheinlichkeiten p, die bei einem zweiseitigen
Test auf dem 5% Signifikanzniveau nicht verworfen wirden, wenn man den Anteil h
beobachtet hat.“*®

%6 Biehler & Eichler (2015, S. 80)
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4. Exkurs zur Normalverteilung

Tobias Kellner, Wilfried Zappe

Standardisierung der Normalverteilung

Die Normalverteilung N(0; 1) (also u = 0 und ¢ = 1) heilt Standardnormalverteilung.
Sie besitzt die Dichte

2

e 2

1

X) = Jo:1(X) =
¢(x) = fo,;1(x) AT
und die Verteilungsfunktion

x2

¢(a)—P(X<a)—wa e zdx.
Falls eine ZufallsgroRe Y eine N(u; o)-verteilte Zufallsgrofie ist, so ist X = Y?T” eine
N(0; 1)-verteilte ZufallsgroRe:

* Begrindung: E(X) = — ) EM-p _ pon _

E(5 -
(Fir Schiiler) V(X) = (;) (y) D _ g

0-2
e Beweis:P(X <a) = (% < a) PY<oa+pu = anf# s(x)dx =
1 Gy a _z
(Fir Lehrer) [75"" ——. e 202 dx = f_w—. ez dz = d(a)
Vema Subst WE tio Vam
z=2"#
Es gilt also insbesondere
— U a—p
P(Y<a)=P(oX+u<a)=P (X<—)
o

Das Subtrahieren des Erwartungswerts wird als Zentrieren, das Teilen durch die
Standardabweichung als Normieren bezeichnet. Die Nacheinanderausfiihrung die-
ser beiden Operationen bezeichnet man als Standardisieren.

Auf die Standardnormalverteilung kann mittels der Befehle normcCdf (a, b) und
invNorm(p) (also jeweils durch Weglassen von u und a) zugegriffen werden.

Zufillige Abfiillmenge

Bei einem Getrankehersteller von Biobrausen soll die Abfiillmenge in Ein-Liter-
Flaschen als normalverteilt betrachtet werden. In 5 % der Flaschen werden produkti-
onsbedingt mehr als 1,02 Liter abgeflllt, in 3 % der Flaschen werden weniger als
0,98 Liter abgefillt. Bestimmen Sie die erwartete Abfiillmenge und die Standardab-
weichung davon.

X sei die zufallige Abfillmenge und N(u; o) ver-

teilt, dann gilt:
P(X <0,98) = 0,03 und
P(X >1,02)=1-P(X <1,02) = 0,05, also invNomm(0 03) -1.88079
0,98 — u 0,98 — u )
1) (—> =003 > — ~-1.881 invNorm(0 95) 1.64485
g o
1,02 — 1,02 — 0.98-m )
CD( M) ~095 o u ~ 1645 - 1.8807936097248
solve 1.02- OH
Das Auflosen des nun entstandenen linearen —==# 1 6448526259066
Gleichungssystems auf der rechten Seite nach u N
o=0.011345 and y=1.00134

und ¢ ergibt: u=100134

o =0,011345
Also werden die Flaschen mit einem Erwar-
tungswert mit rund 1,001 Liter gefiillt bei einer
Abweichung von rund 0,011 Liter.

7 Hier gelten die von diskreten ZufallsgroRen bekannten Regeln: E(aX + b) = aE(X) + b,V (aX + b) = a?V(X)
Diese lassen sich auch bei Bedarf mithilfe der Integralrechnung nachweisen.
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Approximation mittels Normalverteilung

Wie in der Einflihrung beschrieben, kann eine normalverteilte Zufallsgrélie Uber ei-
nen zentralen Grenzwertsatz als Approximation diskreter Zufallsgré3en fiir grolRe
Anzahlen erzeugt werden. Ein in der Schule verwendbarer Grenzwertsatz ist der
Satz von Moivre-Laplace

Es seien Y,,,n € N binomialverteilte Zufallsgrélen mit Parametern n und (festen) p.

Dann gilt fir
Z, = J% und alle a € R die Beziehung lim ,,_,o, P(Zy < @) = ®(a).

Wenn man also die binomialverteilten Zufallsgréen Y,, standardisiert, so strebt die
resultierende Verteilung Z,, flr grofle n gegen die Standardnormalverteilung. Das
bedeutet, dass flr ein hinreichend gro3es n die Verteilungsfunktion einer mit n und p

binomialverteilten ZufallsgréRe naherungsweise durch eine N(np,/np(1 — p))-
Verteilungsfunktion ersetzt werden kann.

Eine Abschatzung, ab wann n hinreichend grol} ist, liefert die
Laplace-Bedingung

n.p-(1-p)>9

Beispiel Onlineversand
Bei einem Onlinehandler fiir Tablets sei bekannt, dass sich die Kunden in 40 % aller
Falle unabhangig voneinander fir das schwarze Modell entscheiden, ansonsten fiir
das weil3e. Bestimmen Sie bei 100 Kaufvorgangen die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass hochstens 30 schwarze Tablets gekauft werden. Vergleichen Sie die Berech-
nungen, wenn sie

a) mithilfe einer binomialverteilten Zufallsgrée

b) mithilfe einer normalverteilten Zufallsgrofie

durchgeflhrt werden.

Losung
X bezeichne die absolute Haufigkeit des Ereignis-
ses ,schwarzes Tablet* bei 100 Kaufen. X ist bi-
nomialverteilt mit n = 100 und p = 2

-
Also gilt

30 k

100 2) <3>
< = A=) (=
P =30) Z(k)<5 5
k=0

~ 0,024783
Um X mit der Normalverteilung zu approximieren,
testen wir zunachst die Laplace-Bedingung
n.p-(1—-p)=100-2-2=24>9,
die erflllt ist.
Weiterhin gilt E(X) =100 g =40 und

o= 100%%:\/24:2-\/6.

Also ist X naherungsweise N (40,2 -6) verteilt

und es gilt normCdf(-=,30,40,2 [¢ ) 0.020613
30

P(X <30) ~ | fug,7s(x)dx ~ 0,020613

100—-k

|bmomCdf(100.0 4,0,30) 0.024783
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Die Differenz zwischen Approximation mittels Normalverteilung und korrektem Rech-
nen betragt also rund 0,004.

Die Approximation kdnnen wir im Allgemeinen verbessern, indem wir ausnutzen,
dass fur diskrete Zufallsgrofen Y, die nur ganzzahlige Werte annehmen kdénnen (wie
die Binomialverteilung), fur alle a € Z gilt:

P(Y=a)=P(a—05<Y <a+0.5)

Diese Modifikation nennt man

2
3.
4

Stetigkeitskorrektur
Es sei X eine binomialverteilte ZufallsgréRe mit Parametern n und p, welche die La-
place-Bedingung erflllt. Dann gilt fur alle a,b € R,a < b:

1.

b+0,5
PX<b)=~P(X<b+0,5) =~ f_; fnp‘m(x)dx

Pa<X)~Pa—-05<X) = faoo—o,sfnp,m(x) dx

P@<X<h)~P@-05<X<b+05)~ [[0°f o (x)dx

a+0,5

PX=a)~Pla—-05<X<a+05)~ fa—0,5 fnp‘m(x) dx

Fir die obige Onlineversandaufgabe gilt im Aufgabenteil b) also mit Stetigkeitskor-

rektur:

P(X <30) =~ P(X <30.5) ~ fao26(x) dx

30.5

~ 0,02624 nomCdf(-,20.5,40,2 [6) 0.02624

Somit haben wir eine verbesserte Fehlerdifferenz von 0, 001.

Phanomenologisch kdnnen wir uns die Stetigkeitskorrektur auch so erklaren, dass
wir die diskrete Binomialverteilung um —0,5 verschieben, um eine bessere Anpas-
sung an die Normalverteilung zu erhalten, wie folgende Bilder veranschaulichen:

‘-nomxi'dt“,\.—(_] £,20:0.6,20

02 46 8101214161820 0246 8101214161820
XwW XW

Abb. 4.1 Histogramme mit und ohne Stetigkeitskorrektur
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Seite 49



T® Mathematik

Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

Beispiel Transistoren
Auf dem Xbox One Hauptprozessor sind
5.000.000.000 Transistoren® verbaut.
Die Ausfallrate von modernen Transisto-
ren wird als Failure in Time (Abk.: FIT,
zu Deutsch: Ausfélle pro Zeit) bezeichnet
und betragt 3 Ausfalle pro einer Milliarde
Stunden®. Um die Stabilitat der Konsole
zu gewahrleisten, missen gewisse Aus-
fallszenarien untersucht werden. Be-
stimmen Sie unter der Annahme, dass
die Transistoren unabhangig voneinan-
der ausfallen, die Wahrscheinlichkeiten,
dass in einer Stunde

a) hoéchstens 10 Transistoren aus-

fallen
b) 10 bis 20 Transistoren ausfallen
c) genau ein Transistor ausfallt.

Lésung

Abb. 4.2 Xbox One,
Quelle Evan-Amos (Own work) [Public domain],
via Wikimedia Commons

X bezeichne die absolute Haufigkeit des Ereig-
nisses ,Transistor fallt in einer Stunde aus® bei
5.000.000.000 unabhangigen Transistoren. X
ist binomialverteilt mit n = 5.000.000.000 und

3
p= 1000000000 °
Wenn wir die  Wahrscheinlichkeit
binomCdf(5000000000,3/1000000000,0,10)
berechnen wollen, kommt die Fehlermeldung
,Bereichsfehler, da der Befehl nur fir
n < 1.000.000 ausgelegt ist. Wir missen also
approximieren.
Die Laplace-Bedingung ist erflllt, da

p(l—p)= 5. 91.( _i)~

n-p-(1—-p)=5-10 109 1 109 ~15>9

Mit E(X) = 15 und ¢ = —W ~ 3,873 ist X

naherungsweise N(15;3,873) verteilt und mit
Stetigkeitskorrektur gilt:

P(X <10) = P(X £10,5)
10.5

~ fis:3873(x) dx = 0.122639

Also haben wir r_nit rund 12 % Wahrscheinlich-
keit hochstens 10 Ausfalle.

mit

2

bmomCdf(SOOOOOOOOO,

;lol 10
1000000000
"Fehler. Bereichsfehler"

P(10 <X <20) ~ P(9.5 <X <20,5)
20.5
~ fis;3,873(x) dx =~ 0.84442
9,5

PX=1)=P(05<X<1,5)
15

~ fis:3873(x) dx = 0.000155
0,5

51073 15
mu.=
10°
Js 10%-3 [ 3 |
sigma.= 1-—
10? 10?)
/5999999982
20000
[homcat(-,10.5,mu,sigma) 0.122639
lnormcan(s 5,20 5,mu,sigma) 0.84442
lnormCdr(0 5,1.5,mu, sigma) 0.000155

% Dixon, Wayne: Xbox One: From the Original Xbox until Now.: Wayne Dixon
2 Siemens Standard SN 29500-2: Ausfallraten Bauelemente - Erwartungswerte von integrierten Schaltkreisen; 9/2010
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5. Exkurs: Testen bei Normalverteilung
Hubert Langlotz, Andreas Prémmel
Der Stichprobenmittelwert X = %Z?zlxi ist fir genligend grofie Stichproben nahe-
rungsweise eine normalverteilte ZufallsgréRe mit Erwartungswert ¢ und Varianz
o?/n. Grundlage dafir ist der Zentrale Grenzwertsatz (Krépfl et al. 1994, S. 175).%

Die zugehdérige standardisierte Zufallsgrofe Z ist dann durch Z = % definiert. Flr

die normalverteilte ZufallsgréRe X gilt dann: P(p. - z% <X<p + z%) = 20(z) - 1
und konkret fir z = 1,2,3:
(e3

P(p — = <X<p+ )= 20(1)—1 ~ 683 %,

P(n - 2% <X<p + 2%): 20(2) — 1 ~ 95,5 %,
P(n - 3% <X<p + 3%): 20(3)— 1 ~ 99,3 %.

Fur Test- und Schatzverfahren gilt es, nun genau dies zu beachten: Der Mittelwert X
aus einer Stichprobe der Lange n ist normalverteilt mit Erwartungswert p und die
Streubreite der Verteilung 20z nimmt in Abhangigkeit von n proportional mit 1/v/n ab.
In der nachfolgenden Abbildung ist dies an einem konkreten Beispiel dokumentiert.
Will man die ,Schwankungsbreite“ halbieren, so muss man den Stichprobenumfang
vervierfachen. Diese Faustregel gilt auch fir die Genauigkeit von Simulationen.

®Ant Bt - rel D breke1 F .

:'Sl 94.1201' 10588 11,7598 ®
2| 100 97.0601) 10294 5.57989 [
T a0 9853 10147 233995

‘1 1600) 99.265| 100.735 1.46%97

_I [0 025,100, | == A0 800 1200 1600
Jai | i nt

Abb. 5.1 1-durch-Wurzel-n-Gesetz

O -

Typische Intelligenztests sind normiert mit dem Erwartungswert u100 und der Standard-
abweichung von 15. Erhebt man eine Stichprobe im Umfang n = 100, dann liegt das
95,5 %-Prognoseintervall des Stichprobenmittelwertes zwischen einem 1Q von 97 und
einem 1Q von 103 (lllustration der Sigma-Regeln, siehe Abb. 5.1). Liegt das Stichproben-
mittel aulRerhalb dieses Bereiches, dann wiirde man den Intelligenztest als schlecht
normiert bewerten (mit 95,5%iger Sicherheit). Ebenso kdnnte man mithilfe des in-
vnorm()-Befehls des TI-Nspire die Grenzen des Nichtverwertungsbereiches direkt
ermitteln (siehe im Heft vorn). Bei einem rechtsseitigen Tests (Signifikanzniveau

a = 0,05) lasst sich mithilfe des invnorm()-Befehls der Verwerfungsbereich V so be-

rechnen: V = {{vl,vz,...,vn} v; > invnorm(0.95, , %)} Das nachfolgende konstru-

ierte Beispiel zeigt exemplarisch das Vorgehen bei solch einem einseitigen Signifi-
kanztest auf:

Beispiel Einseitiger Signifikanztest (c bekannt)
Weilbierglaser sollen 500 ml (bei bekannter Standardabweichung von 5 ml) fassen.

Ein Wirt klagt nun gegen eine Brauerei, da seiner Meinung nach die Fullstriche an
den Glasern zu hoch waren und er jahrelang zu viel Weil3bier ausschenkte. Er ermit-
telte bei den Glasern folgende Werte: 510, 504, 512, 499, 502, 511, 508, 501, 504,
507. Entwickeln Sie einen Test aus Sicht des Wirts.

% Fiir eine Reihe von beschriebenen Verteilungen (Binomialverteilung, hypergeometrische Verteilung etc.) gilt dieser Zu-
sammenhang auch fur die relative Stichprobenhéaufigkeit Y =2

n
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QO kLN~

Die Glaser fassen mehr als 500 ml.

Einseitiger Test mit Hp: p <500 ml Hq: p > 500 ml (Rechtsseitiger Test)
Signifikanzniveau a = 0,05

Stichprobenmittel bestimmen: 505,8

Bestimmung des Ablehnungsbereichs: y > 502,601

Entscheidung: Da der Stichprobenmittelwert im Ablehnungsbereich liegt, kann
der Wirt mit gutem Gewissen seine Klage aufrechterhalten.

5 502 026

= — m'lNonn[O 9,500, '

=OneVar(afl.1) 10 |
S10(Titel Statistk mit 2in.. s 502.6
'0-14 | 05 8‘ u‘.'.'l!omn[o 95 '.00?)
04 % v 10
S12|Zx S058. ) c 503 678
249G | Ty? 2553526 invNorm|0 99,500, =
02's Sn-1X 4.46716

SX 1% Sany >
4 4671641514003 [«T» |

Abb. 5.2 Verwendung des Tools Statistische Berechnungen und Normalguantile

Sowohl mit a = 0,1, a = 0,05 als auch mit a = 0,01 kann der Wirt die Nullhypothese
ablehnen und aufgrund des Testergebnisses behaupten, dass die Eichstriche zu

hoch sitzen.

Zur Information: Méglich ware hier auch, aufgrund der Gegebenheiten die Nutzung

des Z-Tests mit der Testgrolie Z = % der im TI-Nspire zur Verfligung steht.

zTest $00,5,505 8,10,1: siar resuits
"Titel’ z-Test"
"Altermative Hyp" "p> p0"
2" 3.66824
"PVal" 0.000122
R S05 8
‘n' 10.
‘o’ S
|

05 8-500
2_rel =
5
J1o
505 8-500
2_re2= * 259284
[e
¢S

Werte mit Z-Statistik — rechts

Abb. 5.3 P-Wert-Berechnung mit Z-Test (Einstichproben-GauRB-Test) — links und Berechnung kritischer

Eine weitere Mdglichkeit (Abb. oben rechts) ist die Berechnung von z mithilfe der Z-
Statistik und der Vergleich dieses Wertes mit kritischen Werten z* wie in der nachfol-

genden Tabelle aufgefuhrt.

Signifikanzniveau a z* fur einseitige Tests z* fur zweiseitige Tests
0.10 +1.282 + 1.645

0.05 + 1.645 + 1.96

0.01 +2.326 + 2.576

0.001 + 3.091 + 3.291
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Die Entscheidungsregel lautet dann: Ist |z| > |z*|, verwirf Hy, andernfalls nicht. Fir
unser Beispiel mit Stichprobengrofle n = 10 kann Hy auf dem Signifikanzniveau

a = 0,001 verworfen werden und fir n = 5 auf dem Signifikanzniveau o = 0,01.
Leider ist in vielen Fallen die Standardabweichung der Grundgesamtheit unbekannt.
In diesem Fall muss als Schatzwert fur die unbekannte Standardabweichung die et-
was groRRere empirische Standardabweichung s genutzt werden. Dies bedeutet aber
auch, dass ein Einstichstichproben-t-Test erforderlich wéare, der mit dem TI-Nspire™
CAS zwar machbar ist, aber in der schulischen Praxis nicht verwendet wird. Daher
gehen wir bei den Beispielen immer von einer normalverteilten Grundgesamtheit und
von einer bekannten Streuung aus.
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6. Aufgaben, die ohne Hilfsmittel zu bearbeiten sind
Annett Fiedler, Ralph Huste

1. Gegeben ist der Graph einer N(0; 1) verteilten ZufallsgroRle.
a) Begriinden Sie, weshalb fiir diese Verteilung gilt: P(X < 0) = 0,5.
b) Kennzeichnen Sie in den grafischen Darstellungen (Abb. 6.1) fir die
angegebenen Intervalle jeweils die Wahrscheinlichkeit durch die zugehdrige
Flache und schéatzen Sie die GroRe dieser Wahrscheinlichkeiten.

l |
|
| |
| |
| |
|
|

e - e -

-

: = '
k | P (R i S S % I ) PO (S M NS M 2|
| | |

P(X < 1) TP =X<1) P(X>-0,5) P(2<X<3)

Abb. 6.1 Standardnormalverteilung

Losungsvorschlag:

a) Der Graph der Standardnormalverteilung ist symmetrisch zum
Erwartungswert u = 0.
Die Flache unter dem Graphen hat den Flacheninhalt 1. Dieser Zahlenwert
entspricht der Wahrscheinlichkeit lim,_,., P(—k < X < k). Deshalb hat die halbe
Flache den Inhalt 0,5.

| g .'

I ) encemiifico 4} ’ [T A A

|
|

e B

}=

|
|

R

Nldesormpte g t)
13 - 1 N

P(X <1) P(-1<X<1) P(X > -0,5) P(2< X < 3)
Abb. 6.2 Losungen zu Aufgabe 1

nid MG L)

2. Gegeben ist flr eine ZufallsgroRe X ihre Normalverteilung N (u; o). Erlautern Sie,
weshalb fir die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten folgende Beziehungen gelten:

a) PX=u) =05 b) PX=zx)=1-PX <x)

Losungsvorschlag:

a) Der Graph der Standardnormalverteilung ist symmetrisch zum Erwartungswert p.
Die Flache unter dem Graphen hat den Flacheninhalt 1. Dieser Zahlenwert
entspricht der Wahrscheinlichkeit limy_,,, P(—k < X < k). Deshalb hat die halbe
Flache den Inhalt 0,5.

b) P X=2x)=1-PX <x)
PX=>x)+PX<x)=1

Seite 54 © 2016 T° Deutschland



T3 Mathematik Zur Behandlung der Normalverteilung und beurteilenden Statistik mit einem digitalen Werkzeug

3. Die Grafik zeigt die Geburtenziffern deutscher und auslandischer Frauen nach
Alter der Mitter in Deutschland (je 1.000 Frauen des jeweiligen Alters) der Jahre
1991 und 2010. Untersuchen Sie aus der Anschauung heraus, ob es gerechtfertigt
ist, das Merkmal ,Alter der Mutter bei der Geburt ihres Kindes in Deutschland*®
jeweils durch eine normalverteilte ZufallsgréRe zu beschreiben.®'

Vergleichen Sie die Angaben.

Geburten Deutschland 1991: 830.019 Kinder
2010: 662.685 Kinder*?

Altersspezifische Geburtenziffern
1991 2010

Abb. 6.3 Altersspezifische Geburtenziffern 1991, 2010

Losungsvorschlag:
- Der Graph ,Auslandische Frauen 1991 zeigt nicht die Form einer Glockenkurve.

Nein.

- Der Graph ,Auslandische Frauen 2010 kann in Naherung als Glockenkurve

aufgefasst werden.
Vermutlich normalverteilt um den Erwartungswert 30 Jahre.

- Die Graphen ,Deutsche Frauen 1991 und 2010“ kdnnen als Glockenkurven
aufgefasst werden.
Vermutlich normalverteilt um die Erwartungswerte 27 Jahre und 32 Jahre.

- Fir diese drei Graphen ist die maximale Geburtenanzahl in den Maxima ungefahr
gleich, aber 1991 bekamen die Frauen durchschnittlich 5 Jahre eher ein Kind.
Die Verteilung um die Erwartungswerte ist in etwa gleich geblieben.

- Vergleicht man die Graphen ,Auslandische Frauen 1991 und 2010 stellt man fest:
die Geburtenziffern sind zum Teil deutlich zuriickgegangen, das Alter flr eine
Geburt ist héher geworden, ist aber noch niedriger als das Alter der deutschen
Frauen.

- 1991 wurden (relativ gesehen) in Deutschland wesentlich mehr Kinder von aus-
landischen Frauen geboren als von deutschen.

- 2011 ist die Differenz der Geburtenzahlen auslandischer und deutscher Frauen
kleiner geworden.

1 https://www.destatis.de/DE/ZahlenFakten/GesellschaftStaat/Bevoelkerung/Geburten/Geburten.html
%2 http://de.statista.com/statistik/daten/studie/235/umfrage/anzahl-der-geburten-seit-1993/
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4. Die Tabelle zeigt eine Statistik aus dem Jahr 2011 Uber den Anteil der
Familienhaushalte in Deutschland bezogen auf die Anzahl der im Haushalt
lebenden Kinder. Begriinden Sie, dass hierfir keine Normalverteilung zugrunde
gelegt werden kann.*

Anzahl
Kinder 1 2 3 4 25
Prozent 52,5 35,9 9,1 1,8 0,6

Lésungsvorschlag:
- diskrete Verteilung
- keine Symmetrie, keine Glockenkurve

5. Aus friheren Reihenuntersuchungen von deutschen Studienanfangern ist be-
kannt: Die Hohe ihres systolischen Blutdrucks ist normalverteilt, und zwar mit ei-
nem Erwartungswert von 120 mmHg (Millimeter Quecksilbersaule)
sowie einer Standardabweichung von 10 mmHg.

Interpretieren Sie diese Angaben.**

Lésungsvorschlag:

Der systolische Blutdruck deutscher Studienanfanger liegt bei etwas weniger als

70 % der Studienanfanger zwischen 110 mmHg und 130 mmHg (10-Umgebung).
Fir 99,7 % der deutschen Studienanfénger liegt der Blutdruck im Intervall

[90 mmHg, 150 mmHg] (36-Umgebung).

Aufgrund des Modells kénnte der Blutdruck auch negative Werte und unwahrschein-
lich groRe Werte annehmen.

Aus physiologischer Sicht gilt das Modell Normalverteilung nur im Bereich

[80 mmHg, 200 mmHg].

% http://www.bpb.de/nachschlagen/zahlen-und-fakten/soziale-situation-in-deutschland/61597/haushalte-nach-zahl-der-kinder
% vgl. Lehrbuch Mathematik Gymnasiale Oberstufe; Qualifikationsphase — Brandenburg, Duden Paetec, Berlin, 2012, S. 448
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6. Dargestellt ist die Verteilungsfunktion fir
eine binomialverteilte ZufallsgréRe X mit
n = 100 und einer Erfolgswahrschein-
lichkeit p = 0,5.

(Hinweis: ¢ = yn-p- (1 —p))

a) Veranschaulichen und erlautern Sie die
Begriffe ,Erwartungswert* und 1
,Standardabweichung®. 0.00 L— —T

Geben Sie diese Werte an. = 0 20 "'?m 60 80 100

0.06 -

binvert

0.03 -

Abb. 6.4 Verteilungsfunktion zu Aufgabe 6

b) Erlautern Sie anhand der grafischen Darstellung die Bedeutung der Sigma-
Regeln:

1o-Intervall [u-0 ; y+0]: P(u—10 <X < p+ 1o) = 68,3 %.
20-Intervall [u-20 ; y+20]: P(u—20 <X < pu+ 20) = 95,4 %.
3o-Intervall [u-30 ; u+30]: P(u—30 <X < u+30) = 99,7 %.

c) Begrinden Sie anhand der Grafik, dass das Ereignis ,Genau 20 Mal Erfolg.”
sehr selten eintritt.

Lésungsvorschlag:

a) Der Erwartungswert liegt bei 50.
Bei diesem binomialverteilten Zufallsexperiment Byg.0.5 ist 50 Mal ,Erfolg“ zu
erwarten. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Erfolg genau 50 Mal eintritt, ist am
groften.

Die Standardabweichung betragt 5.

Die Standardabweichung ist (bei gleichem Stichprobenumfang) ein Maf} dafr,
wie breit das Histogramm ,auseinanderlauft”. Kleine Standardabweichungen
kennzeichnen schlanke und hohe Histogramme, groRe Standardabweichungen
kennzeichnen breite und flachere Histogramme (siehe grafische Darstellung).

ae anz4

i a=108, put 25,
o084 o=t 11
oo

Enm:

[ LAtE

§ 008+ : )
o]
£
LELEE

o124

002

o084
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-] ] -] 50

]
]
-]
-]
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Abb. 6.5 Verteilungsfunktion mit Erwartungswert und Standardabweichung
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b)

1o0-Intervall 20-Intervall 3o-Intervall

P(u—1lo <X< p+10) P(u—20 <X< p+20) P(u—30 <X< p+30)
=P(0-5<X<50+5) =P(0—-2-5<X<50+2-5) | =P(0-3-5<X<50+3"5)
=P(45<X<55)~683% =P(40 <X < 60) = 954 % =P(35 <X < 65) ~ 99,7 %.

| ool A
0 20 4 60 80 0 20 4 60 80 0 20 4 60 80
nn nn nn

Abb. 6.6 Verteilungsfunktion mit entsprechendem o-Intervall

c¢) In der Grafik ist erkennbar, dass die Wahrscheinlichkeit flr k = 20 sehr klein ist.
Es gilt: B1go,05(X = 20) = 0.
Das Stichprobenergebnis k = 20 liegt aulderhalb der 36-Umgebung.
Stichprobenergebnisse, die aul’erhalb der 26-Umgebung um den Erwartungswert
liegen, werden in der beurteilenden Statistik als ungewdhnliche Stichprobenergeb-
nisse bezeichnet.

7.3° Betrachtet man Histogramme binomialverteilter ZufallsgroRen mit groBem n,
stellt man fest, dass diese Histogramme die Form einer Glockenkurve annehmen.
Man kdénnte also das Histogramm einer Binomialverteilung durch eine stetige
Verteilung, z. B. die Normalverteilung approximieren und diese anschliel’end stan-
dardisieren.

Erldutern Sie das Vorgehen bei der Standardisierung einer Binomialverteilung hin
zur Normalverteilung.
Nutzen Sie dazu die grafischen Darstellungen.

2 @«

Bild 1 Bild 2 Bild 3
Abb. 6.7 Verteilungsfunktion zu Aufgabe 7

Loésungsvorschlag:

Die Gestalt des Histogramms einer binomialverteilten Zufallsgroe hangt nur von den
Parametern n und p ab.

Fir Werte von p in der Nahe von 0,5 zeigt das Histogramm einen annahernd sym-
metrischen Verlauf.

Fir groRe Werte von n nahert sich die Form des Histogramms einer Glockenkurve
an.

% bei Umsetzung Thiringer Lehrplan 2013 nur Vertiefungsthema
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Forderungen an das Histogramm:
- symmetrisch zur y-Achse

- Breite: —30 < x <30

- Flacheninhalt unter der Kurve 1

Vorgehen:

- Verschieben des Histogramms, sodass der Erwartungswert auf der y-Achse
(Achse der Wahrscheinlichkeiten) zu liegen kommt.

- Normieren der Standardabweichung auf den Wert o = 1.

- Andern der Funktionswerte so, dass der Flacheninhalt unter der Kurve wieder 1
wird.

8. In der Tabelle sind Sachverhalte beschrieben, in denen eine Wahrscheinlichkeit
zu ermitteln ist. Dazu stehen verschiedene Modelle und Verfahren, wie z. B. das
Modell Binomialverteilung, zur Verfigung.

Entscheiden Sie sich jeweils fiir ein geeignetes Modell. Begriinden Sie lhre Ent-
scheidung aus mathematischer Sicht.

Sachverhalt geeignetes Begrundung
Modell

Wahrscheinlichkeit, dass bei 500 Munzwtrfen hochs-
tens 200 Mal Kopf fallt.

Wahrscheinlichkeit, dass in einer Klasse mit 30 Schi-
lern zwei Schiuler unterschiedlichen Geschlechts zum
Klassensprecher bzw. Stellvertreter gewahlt werden.
Wahrscheinlichkeit, dass zwei Schiler

a) einer Klasse (max. 30 Schdler)

b) einer Schule (ca. 900 Schiler) am 20. Mai Ge-
burtstag haben.

Fir einen Spielautomaten wird ,80 % Gewinnaus-
schuttung” versprochen. Ein Spielautomat schittet
bei 1.000 Testlaufen 685 € der eingezahlten 1.000 €
aus.

Gibt das Ergebnis Anlass, an dem Versprechen zu
zweifeln?

In einer Stichprobe von 100 Bauteilen, fur die ein An-
teil von 3 % defekten Bauteilen behauptet wird, findet
man 5 defekte Bauteile.

Ist die Behauptung glaubwurdig?

Lésungsvorschlag:

Sachverhalt geeignetes Modell | Begrindung
Wahrscheinlichkeit, dass bei | Binomialverteilung | - zwei Ergebnisse: Kopf und Zahl
500 Minzwitrfen héchstens - fUr jeden Wurf gilt:
200 Mal Kopf fallt. P(K)=P(Z)=0,5
Normalverteilung - Aufgrund der Glltigkeit der La-
(nur far Vertie- place-Bedingung (n-p- (1 —p) >
fungsthema) 9), ware auch eine Annaherung der
Binomialverteilung durch die Nor-
malverteilung mdglich.
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Wahrscheinlichkeit, dass in
einer Klasse mit maximal 30
Schiilern zwei Schiler un-
terschiedlichen Geschlechts
zum Klassensprecher bzw.
Stellvertreter gewahlt wer-
den.

Ziehen ohne Zu-
ricklegen

(Den Begriff: Hy-
pergeometrische
Verteilung kennen
die Schiiler i.d.R.
nicht.)

Ziehen von zwei Schilern aus einer
Menge von 30 Schulern, wobei der
im ersten Zug gezogene Schiiler
fur den zweiten Zug nicht infrage
kommt, denn Klassensprecher und
Stellvertreter sollen zwei verschie-
dene Personen sein.

Wahrscheinlichkeit, dass
zwei Schiler

a) einer Klasse (max. 30
Schiler)

b) einer Schule (ca. 900
Schiler)

am 20. Mai Geburtstag ha-
ben.

a) und b) Ziehen
mit Zuricklegen
bzw. Binomialver-
teilung

b)
Hinweis fur Vertie-
fungsthema

- zwei Ergebnisse:

E+: ,Geburtstag am 20.5.¢

E.: ,Geburtstag nicht am 20.5."
- Die Geburtstage der Schiiler sind
nicht voneinander abhangig (Mehr-
linge in der Klasse waren als Son-
derfall zu betrachten).
Trotz der grof3en Zahl der Schiiler
(n =900) ist die Laplace-Bedingung

nicht erftillt, denn es gilt:
1 364

Fir einen Spielautomaten
wird

,80 % Gewinnausschittung’
versprochen. Ein Spielauto-
mat schittet bei 1.000 Test-
ldufen 685 € der eingezahl-
ten 1.000 € aus.

Gibt das Ergebnis Anlass,
an dem Versprechen zu
zweifeln?

3

empirisches Gesetz
der grof3en Zahlen

Nach einer sehr grof3en Anzahl von
Versuchsdurchfiihrungen stabilisie-
ren sich die relativen Haufigkeiten.
Bei 1.000 Wiederholungen des Zu-
fallsexperiments gibt es berechtig-
ten Anlass, daran zu zweifeln, dass
der Automat nur etwa 70 % Ge-
winnausschuttung zeigt.

In einer Stichprobe von 100
Bauteilen, fir die ein Anteil
von 3 % defekten Bauteilen
behauptet wird, findet man 5
defekte Bauteile.

Ist die Behauptung glaub-
wrdig?

Binomialverteilung

- zwei Ergebnisse:
E+: ,Bauteil defekt”
E,: ,Bauteil i.0.°
- fir jedes geprifte Bauteil gilt:
P(,defekt) = 0,03
Behauptung kdnnte mit einem ein-
seitigen Signifikanztest mit
Hy: py < 0,03 getestet werden.

9. Gegeben sind Aussagen zu Hypothesentests.
Entscheiden Sie jeweils den Wahrheitsgehalt. Begriinden Sie lhre Entscheidung.

a) Wenn man zweimal hintereinander den gleichen Test durchflihrt, kann es sein,
dass man zu unterschiedlichen Schlussfolgerungen gelangt.

b) Die Wahl einer geeigneten Nullhypothese Hy ist entscheidend fur die Interpretation

eines Signifikanztests.

c) Liegt das Ergebnis eines Signifikanztests im Verwerfungsbereich von Hy, so kann
man sicher sein, dass Hgfalsch ist.

d) Wird der Nichtverwerfungsbereich eines Hypothesentests vergrofRert, so werden
auch die Wahrscheinlichkeiten fur beide Fehler groRer.
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e) Die Wahrscheinlichkeiten flr den a- und B-Fehler geben an, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit Hy bzw. H4 falsch sind.

f) Die Wahrscheinlichkeit fir den a-Fehler gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit
Ho unberechtigterweise abgelehnt wird.

g) Alternativtests werden immer unter der Annahme durchgefiihrt, dass eine der
beiden Hypothesen zutrifft.

h) Fallt das Ergebnis eines Signifikanztests in den Nichtverwerfungsbereich
(Annahmebereich) von Hy so
(i) kann man Hg nicht ablehnen,
(ii) ist Ho richtig.

i) Wenn man den Stichprobenumfang vergréRert, werden die Testergebnisse
genauer.

Lésungsvorschlag:

a) WAHR - Tests beruhen auf Zufallsexperimenten, die, unter den gleichen
Bedingungen wiederholt durchgefiihrt, zu unterschiedlichen Ergebnissen
gelangen konnen.

b) WAHR — Als Nullhypothese wird in der Regel die Behauptung gewahlt, die
widerlegt werden soll. Ihre Wahl kommt also auf die Sichtweise des Betrachters
an.

(FUr die Nullhypothese wird tber die Grélke der Wahrscheinlichkeit des a-Fehlers
das Signifikanzniveau festgelegt, d.h. die Grélie der Wahrscheinlichkeit des
Fehlers, mit dem die Nullhypothese zu Unrecht abgelehnt wird. Der Aufbau des
gesamten Signifikanztests ist daher von der Wahl der Nullhypothese abhangig.)

c) FALSCH - Der Verwerfungsbereich fiir Hy gibt an, bei welchen Ausgangen des
Zufallsexperiments man die Hypothese Hy verwerfen will. Dass Hgtatsachlich
falsch ist, kann nicht mit Sicherheit gesagt werden.

d) FALSCH — Wird der Nichtverwerfungsbereich (Annahmebereich) V fir Hy eines
Hypothesentests vergroliert, so wird zugleich der Verwerfungsbereich V flr Hg
kleiner. FUr binomialverteilte Zufallsgrofien gilt: Wegen a = By, (V) und
B = Bn;pl(V) wird a bei Vergrélierung des Nichtverwerfungsbereichs flr Hy kleiner
und B wird gréfer.

e) FALSCH - Die Wahrscheinlichkeit flr den a-Fehler gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit Ho fur falsch gehalten wird, obwohl Hy tatsachlich wahr ist. Die
Wahrscheinlichkeit flir den p-Fehler gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit H, fur
falsch gehalten wird, obwohl H, tatsachlich wahr ist. Ob Ho bzw. H; wahr oder
falsch sind, kann auch durch einen Test nicht zweifelsfrei entschieden werden.

f) WAHR — Die Wahrscheinlichkeit flir den a-Fehler gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit Hq flr falsch gehalten und damit abgelehnt wird, obwohl Hy
tatsachlich wahr ist.

g) WAHR - Darauf basiert die Festlegung des Nichtverwerfungsbereiches fir Hy, der
zugleich Verwerfungsbereich fur Hy ist.
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h) (i) WAHR
(i) FALSCH — Aufgrund eines Tests kann man nur begriindet an die Wahrheit von
Ho glauben, ob Hy tatsachlich wahr ist, kann nicht zweifelsfrei entschieden

werden.

i) WAHR — Eine Vollerhebung wiirde zu sicheren Ergebnissen fuhren, ist aber in der

Praxis teils unmoglich oder zu teuer.

10. Dargestellt sind die Wahrscheinlichkeiten fir den a- und p-Fehler

eines Hypothesentests mit den Parametern
n=10, Hy: po=08, Hi: p1=06.

Interpretieren Sie den Verlauf der dargestellten Graphen.
Schlussfolgern Sie aus diesem Verlauf auf die Gestaltung von Tests.
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Abb. 6.8 Wahrscheinlichkeiten a- und B-Fehler

Lésungsvorschlag:

Im Bild ist klar der entgegengesetzte Verlauf
von a- und B-Fehlern zu erkennen: Ist der a-
Fehler klein, ist der B-Fehler grof3. Wird der
B-Fehler kleiner, steigt der a-Fehler. Beide
Fehler gleichzeitig zu minimieren, ist nicht
mdglich.

Bei der Gestaltung eines Alternativtests
muss demnach uberlegt werden, welcher
Fehler klein gehalten werden soll.

Kommt es darauf an, beide Fehler méglichst
gering zu halten, ware im Beispiel ein Nicht-
verwerfungsbereich fir Hp von

V ={7; 8;9;10} oder V = {8;9;10} geeignet.

> *mensch <>
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0.03
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Abb. 6.9 Verteilungsfunktion der ZufallsgréRe

11. Beim Mensch-argere-dich-nicht-Spiel wartet Thomas schon mehrere Runden
auf eine Sechs. Langsam wird er ungeduldig und vermutet, dass der Wirfel nicht

ideal ist.
(Ho: po :é soll widerlegt werden).

Konstruieren Sie einen Hypothesentest, mit dessen Hilfe diese Vermutung

Uberpruft werden kénnte.
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Interpretieren Sie die Arten der dabei auftretenden Fehler vor dem Hintergrund
des Sachverhalts.

Die Abbildung zeigt die Verteilung einer
binomialverteilten Zufallsgroe mit B_ 1 .
'6

Zeichnen Sie in den Graphen den Nichtverwerfungsbereiches der Hypothese und
den Bereich des a-Fehlers ein.

Lésungsvorschlag:
(1) Zweiseitiger Signifikanztest

mit Stichprobenumfang n = 100, Hy: py =
Der Nichtverwerfungsbereich fir H, liegt

Es kdonnte V' = {14 ... 20} als Nichtverwer-
fungsbereich von H, gewahlt werden. Das
bedeutet: Thomas wirfelt versuchsweise
100 Mal. Fallen dabei mindestens 14 und
hochstens 20 Sechsen, so ist er bereit, an
einen idealen Wirfel zu glauben, anderen-
falls an einen gezinkten.

Der a-Fehler, Hy wird abgelehnt, obwohl Hg

1
5 Hlplig

ymmetrisch um den Erwartungswert 17°°.
L3 ra0 4111 B8

1
6
S

> *mensch <

wabhr ist, bedeutet in diesem Zusammen- 0.00 4 1l ——
hang: Es fallen héchstens 13 oder mindes- 0 5101520 2?m3° 35 40 45 50 5
tens 21 Sechsen, obwohl es sich tatsach-

lich um einen idealen Wirfel handelt. Abb. 6.10 Nichtverwerfungsbereich (gelb)

a = 3100:%()( <13)+ 8100;%()( > 21)

Der Bereich aufRerhalb der blauen Linien ist hier noch relativ grof3. Mit hoher
Wahrscheinlichkeit wirde man hier den Warfel zu Unrecht fir gezinkt halten.

Um den B-Fehler zu ermitteln, misste man

eine Alternativhypothese aufstellen, z.B. 0.12] 1
-Nur jeder 10. Wurf ist eine Sechs.” 1 1

1
(Hi:py = E)- c Rl

Der B-Fehler, Hy wird angenommen, obwohl & 0.06 ]
Ho falsch ist, bedeutet in diesem Zusam- ]

menhang: Es fallen mindestens 14 und Rz

héchstens 20 Sechsen, obwohl es sich tat- 0.00 1} LI S
s&chlich um einen Wiirfel handelt, der im 0 5 101520 25 30 35 40 45 50
Mittel nur bei jedem zehnten Wurf eine L

Sechs wirfelt. Abb. 6.11 Verwerfungsbereich (blau)

g = 3100;1_10(14 < X <20)

Im Bild ist das der Bereich innerhalb der blauen Linien, also hier sehr klein. Die
Wahrscheinlichkeit, den Wurfel zu Unrecht fur ideal zu halten, ist ziemlich gering.

% theoretischer Wert E(X)= 100/, fiir das Spiel wihlen wir als Erwartungswert 17
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(2) Einseitiger Signifikanztest
mit Stichprobenumfang n = 100, Hgy:pg = % ;
Hi:pp < § . Da fur den Spieler nur der Fall

unangenehm ist, bei dem weniger als ein
Sechstel Sechsen gewdurfelt werden, ware
auch ein einseitiger Signifikanztest dem
Sachverhalt angemessen, testet aber nicht
die Frage nach dem ,idealen Wirfel“. Der
Nichtverwerfungsbereich fur Hy liegt dann im 0.00 1} -
Histogramm rechts, also flir groBe Anzahlen 0 S5 10 1520 25 30 35 40 45 50
gefallener Sechsen. Wegen des Erwar- L

tungswertes 17 kdnnte A = {14 ...100} als Abb. 6.12 Verwerfungsbereich (blau)
Nichtverwerfungsbereich von H, gewahlt

werden. Das bedeutet: Thomas wiirfelt versuchsweise 100 Mal. Fallen dabei mindes-
tens 14 Sechsen, so verwirft er die Hypothese ,idealer Wirfel“ nicht, anderenfalls
wird sie verworfen.

Der a-Fehler, Hy wird abgelehnt, obwohl Hy wahr ist, bedeutet in diesem Zusammen-
hang: Es fallen héchstens 13 Sechsen, obwohl es sich tatsachlich um einen idealen

Wirfel handelt. a = B1oo-l(X <13)
"6

Der Bereich links der blauen Linie ist relativ klein. Mit geringer Wahrscheinlichkeit
wirde man hier den Wirfel zu Unrecht fir gezinkt halten.

Um den B-Fehler zu ermitteln, musste man eine Alternativhypothese aufstellen, z. B.
.Nur jeder 10. Wurf ist eine Sechs.*
(Hy: p1= 1—10).Der B-Fehler, Hy wird ange-
nommen, obwohl Hq falsch ist, bedeutet in
diesem Zusammenhang: Es fallen mindes-
tens 14 Sechsen, obwohl es sich tatsachlich
um einen Wirfel handelt, der im Mittel nur
bei jedem zehnten Wurf eine Sechs wirfelt.
B = B1oo-i(X > 14)

’10

Der Bereich rechts der blauen Linie ist hier
sehr klein. Die Wahrscheinlichkeit, den
Wiirfel zu Unrecht fur ideal zu halten, ist Abb. 6.13 Verwerfungsbereich (blau)
ziemlich gering.

nn

12. Veranschaulichen Sie in den drei Diagrammen einen zweiseitigen bzw. zwei
einseitige Tests und beschreiben Sie jeweils die Fehlerarten. Der
Stichprobenumfang betragt n = 40.

0.124 1 0.124 1 0.124 1
0.09] 009 0.09]
> > >
F-] F-] F- R
0.06- 0.06 - 0.06 -
003 ” 003 ﬂ 003 ﬂ
0.00 ;r{rm . 0.00 ;rlrm . 0.00 ;Hrm .
10 14 18 22 26 30 34 38 10 14 18 22 26 30 34 38 10 14 18 22 26 30 34 38
xk xk xk

Abb. 6.14 Verteilungen zu Aufgabe 12
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Lésungsvorschlag:

0.124 15 0.124 15 0.124 -
0.094 0.024 0.094
3 2
0.06 - 0.06 4 0.06 4
0.034 [ 0.034 [ ]’h 0.034 [
000-—4-‘. . L ; 000-—4‘. O 0.00 —-f(ﬂ. WL
10 14 18 22 26 30 34 38 10 14 18 22 26 30 34 38 10 14 18 22 26 30 34 38
xk xk xk

Abb. 6.15 Losungen zu Aufgabe 12

Ziel eines Tests ist es, aufgrund einer Stichprobe auf bestimmte Merkmale der
Grundgesamtheit zu schlief3en. In der Auswertung des Testergebnisses kénnen aber
Schlussfolgerungen gezogen werden, die falsch sind. Diese Fehler mdchte man
wenn moglich klein halten. Dabei kommt es in vielen Fallen auf die Interessen
(Sichtweise) der Person an, die den Test mit seinen Parametern festlegt.

Die den Test veranlassende Person ist naturlich an einer richtigen Entscheidung inte-
ressiert, andererseits spielt beim Test der Zufall eine Rolle.

Unter der Annahme, dass fur das Auftreten des interessierenden Merkmals die
Wabhrscheinlichkeit p, gilt, wird die Hypothese (Nullhypothese H,) formuliert und je
nach Testparameter ein Verwerfungsbereich und ein Nichtverwerfungsbereich fest-
gelegt. Liegt das Ergebnis der Stichprobe (Testergebnis) im Verwerfungsbereich, will
man aufgrund der Stichprobe das interessierende Merkmal ablehnen, ansonsten will
man das interessierende Merkmal ,anerkennen®.

Dabei sind Fehler moglich: Man begeht einen Fehler 1. Art (a-Fehler), wenn das
Testergebnis ein Verwerfen der Nullhypothese empfiehlt, obwohl in Wirklichkeit diese
richtig ist. Man begeht einen Fehler 2. Art (3-Fehler), wenn das Testergebnis ein
Nichtverwerfen der Nullhypothese empfiehlt, obwohl in Wirklichkeit diese falsch ist.

Es sind genau zwei Entscheidungen, folgend aus dem Ergebnis der Stichprobe,
moglich: Die Nullhypothese ist zu verwerfen oder die Nullhypothese kann nicht ver-
worfen werden.

a) zweiseitiger Signifikanztest
Beispiel: Ist eine Miinze eine ideale Miinze?

Testparameter:

Merkmal, Stichprobenumfang n, Hy: po , Hi: p1 <DpoVDp1 > po bzw. p; # po.
Die blau markierte Flache entspricht der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1.
Art.
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b) einseitiger (linksseitiger) Signifikanztest
Beispiel: Anzahl der Menschen, die schwimmen kénnen, ist gesunken

Testparameter:
Merkmal, Stichprobenumfangn, Hy: po , Hi: p1 <po -
Die blau markierte Flache entspricht der Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 1. Art.

c) einseitiger (rechtsseitiger) Signifikanztest
Beispiel: Geschwindigkeitsliberschreitungen in einer Zone mit Begrenzung haben
zugenommen

Testparameter:
Merkmal, Stichprobenumfang n, Hy: po , Hi: p1 > po -
Die blau markierte Flache entspricht der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art.

Die Darstellungen b) und ¢) kénnen auch als Veranschaulichung von Alternativ-
tests aufgefasst werden (bei einfachen Hypothesen Hq po bzw. Hy: py)
Beispiel: nicht gekennzeichnete Lieferung von Kisten 1. Wahl und Kisten 2. Wahl

13. Im Zweifel fiir den Angeklagten®”
Am 26.11.2008 fallte das Landesarbeitsgericht Berlin-Brandenburg ein Urteil, das
auf einem mathematischen Indizienbeweis beruhte. Zum ersten Mal in Deutsch-
land wurde ein Angeklagter (GEMA) aufgrund einer Wahrscheinlichkeitsrechnung
verurteilt. Die GEMA (Gesellschaft fur musikalische Auffihrungs- und mechani-
sche Vervielfaltigungsrechte) beschaftigt ca. 2/3 Frauen und hatte 2006 den Pos-
ten des Personaldirektors an einen Mann vergeben. Die Kl&agerin fuhlte sich bei
der Vergabe Ubergangen und liel3 deshalb ein mathematisches Gutachten erstel-
len. Mit dem Ergebnis: Nimmt man an, dass die GEMA rein zuféllig alle Direkto-
renposten mit Mannern besetzen wiirde, betragt die Wahrscheinlichkeit dafir we-
niger als 1 %. Das Bundesarbeitsgericht entschied dann aber am 22.07.2010 ge-
gen die Klagerin.

a) Wie kénnten die Richter am Bundesarbeitsgericht argumentiert haben?

b) Bei einem Indizienurteil werden Gerichtsurteile aufgrund von Indizien, ohne
klare Beweise getroffen.
Beschreiben Sie eine Hypothese, auf der ein solches Urteil beruht und
diskutieren Sie die Fehler 1. und 2. Art.

Lésungsvorschlag:
a) Der Anteil der Frauen an der Gesamtbelegschaft 1&sst keinen Schluss auf die
Verteilung auf das Geschlecht der Fuhrungskrafte zu.

b) Die Staatsanwaltschaft mdchte mit ihrer Hypothese den Angeklagten Gberfihren.
Die Verteidigung moéchte diese Hypothese widerlegen.

Es liegen keine klaren Beweise flr die Schuld des Angeklagten vor, nur Indizien (An-
zeichen, Verdachtsmomente).

& http://raheinemann.de/diskriminierung-per-mathematik/
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Hy: Der Angeklagte ist unschuldig — solange eine Schuld nicht nachgewiesen, gilt die

Unschuldsvermutung

Wirklichkeit

Indizien

Ho beschreibt die Wirklich-
keit:

der Angeklagte ist unschul-
dig

H1 beschreibt die Wirklich-
keit:
der Angeklagte ist schuldig

Indizien legen
Schuld nahe

Hier begeht man einen Feh-
ler 1. Art:

der Angeklagte wird irr-
tiimlich schuldig gespro-
chen

ok, Schuldspruch

Indizien legen Un-
schuld nahe

ok, Freispruch

Hier begeht man einen Feh-
ler 2. Art:

der Angeklagte wird irrtim-
lich freigesprochen

Einen Unschuldigen als schuldig zu verurteilen, darf nicht gestattet sein.
Es ist ,schlimmer® einen Unschuldigen zu verurteilen, als einen Schuldigen

freizusprechen.

Hy: Der Angeklagte ist schuldig — Vorverurteilung

Wirklichkeit

Indizien

Ho beschreibt die
Wirklichkeit:
der Angeklagte ist schuldig

H1 beschreibt die
Wirklichkeit:

der Angeklagte ist unschul-
dig

Indizien legen
Schuld nahe

ok, Schuldspruch

Hier begeht man einen Feh-
ler 2. Art:

der Angeklagte wird irr-
tiimlich schuldig gespro-
chen

Indizien legen Un-
schuld nahe

Hier begeht man einen Feh-
ler 1. Art:

der Angeklagte wird irrtim-
lich freigesprochen

ok, Freispruch
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14. Ein Pharmaunternehmen méchte ein neues Medikament gegen Ebola auf den
Markt bringen, von dem es behauptet, dass es in mindestens 70 % der Falle zur
Heilung fuhrt.

Erstellen Sie einen Test aus Sicht der Gesundheitsbehérde.
Diskutieren Sie beide mdglichen Fehler und deren Bedeutsamkeit.

Losungsvorschlag:
Der Vertreter der Gesundheitsbehoérde schlagt einen einseitigen Signifikanztest vor.

Testmerkmal: Medikament bringt Heilung
Stichprobenumfang:100 mit dem Medikament behandelte Infizierte (ausreichend
grofe Anzahl)

Die Nullhypothese H, ist in der Prifstatistik die Hypothese, die verworfen werden soll
(resultiert aus einem gewissen Sicherheitsdenken). Die ,Wahl* hangt vom Betrachter
ab: hier Gesundheitsbehdrde. Allerdings sollte die Gesundheit der Menschen im
Vordergrund stehen. Der Fehler, den man begeht, wenn man aufgrund des Stichpro-
benergebnisses die Nullhypothese irrtiimlich ablehnt, sollte klein sein.

Nullhypothese: Annahme, das Medikament wirkt bei mindesten 70 % der behandel-
ten Erkrankten Hy: p, = 0,7

Alternativhypothese: H;: p; < 0,7
Entscheidungsregel: Festlegen des Verwerfungsbereiches

Fehler 1. Art: Annahme, dass das Medikament bei mindestens 70 % der Falle Hei-
lung bringt.

Das Ergebnis der Stichprobe liefert aber: Das Medikament bringt bei weniger als
70 % der Erkrankten Heilung.

So verwirft man irrttimlich die Nullhypothese. Das bedeutet, man verwendet das
Medikament nicht, obwohl es gréRere Heilungschancen verspricht.

Fehler 2. Art: Annahme, dass das Medikament nicht bei mindestens 70 % der Falle
Heilung bringt.

Das Ergebnis der Stichprobe liefert aber: Das Medikament bringt bei mindestens
70 % der Erkrankten Heilung.

So bleibt man irrtimlich bei der Nullhypothese. Das bedeutet, man verwendet das
Medikament, obwohl es nicht das Versprochene halt.

15. Peter ist ein Spieler, der gerne Minzen wirft. Um seine Siegchancen zu ver-
grélern, hat er sich drei 1 €-Miinzen besorgt, bei denen die Wahrscheinlichkeit,
Wappen zu werfen, kleiner als 0,4 ist.

Fur das Anfertigen dieser Minzen musste Peter einen grolReren Geldbetrag
investieren.

Eines Tages lasst er diese Munzen auf dem Tisch liegen. Peters Frau freut sich
und steckt die drei Munzen in ihr Portemonnaie, in welchem sich schon eine
Reihe von 1 €-Munzen befinden. Peter ist nun verargert und moéchte die drei
Miinzen wiederfinden.
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Konstruieren und erlautern Sie einen Test und diskutieren Sie die dabei

auftretenden Fehler.

Welchen Fehler wirden Sie klein halten?

Lésungsvorschlag:

Peter wahlt eine Miinze und wirft diese.

Testmerkmal: Miinze ist gezinkt, Werfen von Zahl ist wahrscheinlicher

Stichprobenumfang: 20 (ausreichend grof3e Anzahl)

Nullhypothese: Miinze ist gezinkt, Werfen von Zahl ist wahrscheinlicher Hy:  py, = 0,6

Alternativhypothese:H;:

p1 <06

Entscheidungsregel: Festlegen des Verwerfungsbereiches

Hy: Minze ist gezinkt

Wirklichkeit

Testergebnis

Ho beschreibt die Wirklich-
keit:
Munze gezinkt

H1 beschreibt die Wirklich-
keit:
regulares Geldstlck

Ergebnis liegt im
Verwerfungsbereich

Hier begeht man einen Feh-
ler 1. Art:

gezinkte Miinze wird als
regulédres Zahlungsmittel
eingestuft

ok, regulare Minze

Ergebnis liegt au-
Rerhalb des Verwer-
fungsbereiches

ok, Minze gezinkt

Hier begeht man einen Feh-
ler 2. Art:

reguldre Miinze als gezinkt
eingestuft

Wird eine gezinkte Minze irrtimlich (aufgrund des Testergebnisses) als regulares

Geldstiick eingestuft, begeht man einen Fehler 1. Art.

Wird eine reguldre Minze irrtimlich (aufgrund des Testergebnisses) als gezinktes

Geldstiick eingestuft, begeht man einen Fehler 2. Art.

Da die gezinkten Miinzen in der Anschaffung viel Geld gekostet haben, sollte die
Wahrscheinlichkeit, diese Mlinzen irrtimlich als regulares Geldstiick anzuerkennen,

klein gehalten werden.

Oder:

Da mit den gezinkten Miinzen in Zukunft noch viel Geld verdient werden soll (leider
nicht auf ehrliche Weise!), sollte die Wahrscheinlichkeit, diese eine reguldre Miinze
irrtimlich als gezinkte Mlinze anzuerkennen, klein gehalten werden.
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7. Aufgabensammlung mit Hilfsmitteln
Hubert Langlotz, Andreas Prémmel

Beispiel 1

Jemand behauptet, dass 20 % der Bevolkerung Brillentréager sind. Um diese Behaup-
tung zu testen, wird eine statistische Erhebung durchgeflinrt. Dabei werden unter
1.000 Personen 158 Brillentrager festgestellt. Kann man hieraus mit einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit von 5 % schliel®en, dass die Behauptung zutrifft?

Wir |6sen diese Aufgabe nach der skizzierten Schrittfolge zunachst unter Nutzung
des Modells der Binomialverteilung:

1. Hypothese: 20 % der Bevdlkerung sind Brillentrager

2. Ho: p=02H4:p#0,2

3. Signifikanzniveau a = 0,05

4. Stichprobenumfang: n = 1000

5. Ermittelter Wert in der Stichprobe (Testgréfie): 158 Brillentrager

Wir halten es flr einen besonderen Vorzug des Umgangs mit digitalen Werkzeugen,
dass man sich den Sachverhalt mithilfe einer simulierten Haufigkeitsverteilung dar-
stellen kann (Abb. 7.1). Wiederholt man mit Ctrl+R die Simulation, dann erkennt
man, dass unter der Bedingung Ho: p = 0,2 Abweichungen vom Erwartungswert 200
um = 42 oder mehr aulerst selten vorkommen. In Anknlpfung an das P-Wert-Testen
konnte man formulieren, dass der P-Wert sehr klein ist und es damit eine sehr starke
Evidenz gegen die Nullhypothese Hj gibt.

*Nicht gespeicherte < 'l - m *Nicht gespeicherte < {‘ x
B = 4

& A sim_vent c I
= =randbin(1000,0.2,1000)
y T 1204

192| OI %
2 191 1 ;?.',
3 192 03
4 202
5 194 | Ds

X 140 160 180 200 220 240 260

51| =countifisim_wvert 7<159) [ 4 ) sim_vert

Abb. 7.1 Simulation von Haufigkeitsverteilungen fir p = 0.2, n = 1000 und N = 1000

Rechnerisch ergeben sich flr ein Signifikanzniveau von 5 % die Verwerfungs- bzw.
Nichtverwerfungsbereiche fur die Nullhypothese Hy wie in Abbildung 7.2 dargestellt.

Verwerfungsbereich Ho
v =1{0,...175}U{226....,1000}

binomCdf(1000,0.2,0,175) 0.024986

binomCdf(1000,0.2,224,1000) 0.03291 Nichtverwerfungsbereich Ho
inomCdf(1000,0.2,225,1000) 0.02765 =

X v =1{176.....225}

binomCdf{1000,0.2,226,1000) 0.022115

Abb. 7.2 Berechnen von Intervallwahrscheinlichkeiten und Angabe des Verwerfungs- bzw. Nichtver-
werfungsbereiches fiir Ho.

Da 158 im Verwerfungsbereich liegt, kann die Nullhypothese verworfen werden und
man kann auf dem 5 %-Signifikanzniveau behaupten, dass nicht genau 20 % der
Bevolkerung Brillentréger sind.

Alternativ ware auch die naherungsweise Berechnung des 95 %-Prognoseintervalls
der Verteilung fiir Ho: p = 0,2 Uber die 2-Sigma-Umgebung mdglich oder die exakte
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Ermittlung des Nichtverwerfungsbereiches von Hy tber das Lésen einer Gleichung —

quasi als Ersatz fur die Quantile der Binomialverteilung (Abb. 7.3).

m 31 m » *hypothesent ion <

32 M 'hypathlo,_:r:n' won < { X

2=Sigma-Umgebung

Nichtablehnungsbereich He:
(175....225)

1i =1000° 0.2-2 /1000 0.2 0.8 *» 174 702

re. 1000 0.242 JIODO 0.2:0.8 » 225298

Gleichung losen mit nSolve()
nSolvelbinomCdf(1000,0.2,0,200~k)=0.025,
k1)

» __‘i
nSolve(binomCdr(1000,0 2,2004k » 28
1000)=0 025,%1)
Nichtatlehnungsbereich Ho]

(176,..,225)

v

Abb. 7.3 Zwei Alternative Berechnungsméglichkeiten fiir den Verwerfungs- bzw. den Nichtverwer-

fungsbereich von Hy

Der grofke Stichprobenumfang rechtfertigt auch eine Bearbeitung der Aufgabe mit
dem Modell der Normalverteilung. Auch hier sind verschiedene Vorgehensweisen

médglich (Abb. 7.4).

normCdf{ 200~k 2004 200,12 .6)ji=24

normCdr(200-k 200+ 200,12.6) k=25

0.943189 |0

0.952758 Jo

Verwerfungsbereich

Nichtverwerfungsbereich
v ={175,...,225}

& invNorm(0.975.200,1000 0. 2 0.8 )
224792

invNorm(0 025, ?3|7,-,'i|:)(i') 077.“.”7"‘ 8 )
k 175208

f1{x)=normPpdfix, 200,12 6)

0
>

v ={0....174}u226,...100( |

&0

‘ﬁVerwerfu ngsbereich
=0y {17510 {225,...100(

(175.0)

Nichtverwerfungsbereich
v ={176.,..,224}

Abb. 7.4 Von TI-Nspire unterstitzte Vorgehensweisen bei der Nutzung der Normalverteilung

So erhalt man im ersten Fall eine symmetrische Verteilung um den Erwartungswert
E(X) = 200 und im zweiten Fall (invNorm()-Befehl) einen leicht schiefen Nichtverwer-
fungsbereich. Rundet man allerdings die Ergebnisse (wie in mancher Literatur vorge-
schlagen wird), dann erhalt man den gleichen Nichtverwerfungsbereich wie bei der
Nutzung des Binomialverteilungsmodells. In jedem Fall liegt das Testergebnis von

H = 158 Brillentragern im Verwerfungsbereich von Ho und die Nullhypothese (,Der
Anteil der Brillentrager an der Gesamtbevdlkerung betragt 20 %*“.) kann auf dem ver-
einbarten Signifikanzniveau von a = 5 % verworfen werden. Diese Aussage ist relativ
schwach, da sie nichts dariber aussagt, welcher Anteil dann infrage kdme. Fur die
weitere Untersuchung bieten sich zwei Méglichkeiten: (1) Man legt einen festen An-
teil zugrunde (z. B. p1 = 0,16) und berechnet dafir den Fehler 2. Art — also praktisch
ein Vorgehen wie beim bekannten Alternativtest. Oder (2) man nimmt die relative
Haufigkeit aus der Stichprobe als Grundlage fir die approximative Berechnung
eines Intervalls, in dem in 95 von 100 Fallen der wahre Populationsanteil p liegen
wirde (Abb. 7.5). Dieses Intervall bezeichnet man als Konfidenzintervall (oder Ver-
trauensintervall), welches dazu dient, Angaben (ber die Glte der Schatzwerte auf-
zustellen.
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m IR b *Nicht gespeicherte < CA Xx

betafehler =binomCdf{1000,0 16,176,225)

» 0.09179

Q‘.J% Konfidenzintervall (approximiert)

Konfint_li =158-2- /1000 0.158 (1-0.158)
» 124932

konfint_re =158+2- /1000 0 158 (1-0158) |

4l >

mm 14 U4 “Nxcn! gespeicherte <

95% Konfidenzintervall (approximiert)

Anteile

0.158 (1-0.158)

1000

konfint_li =0 158-2

* 0.134932

__ [0.158- (1-0.158)
Konfint_re =0 158+2 |—————— |
1000

* 0.181068

Abb. 7.5 Fehler 2. Art und Konfidenzintervall (Anzahl und Anteil)

Beispiel 2

Ein Smartphone-Hersteller behauptet, dass mindestens 40 % aller Smartphones, die
in Deutschland verkauft werden, Produkte dieser Firma sind. Unter 200 zufallig be-
fragten Smartphone-Besitzern hatten 90 ein Smartphone dieser Firma. Entwerfen Sie
einen Signifikanztest aus Sicht der Firma und aus Sicht eines anderen Unterneh-
mens, welche die Aussage der ersten Firma widerlegen mdchte.

Ldsungsskizzen

a) Sichtder Firma: Hyo: p<0,4 Hi:p>0,4 a=0,05 n=200 rechtseitiger Test

binomCdf(200,0.4,90,200)

binomCdf(200,0.4,91,200)

binomCdf(200,0.4,92,200)

Abb. 7.5 rechtsseitiger Test

(Al
0.085724
0.06549

0.049185

Der Verwerfungsbereich ware demzufolge V =[92; ...; 200]. Da nur 90 der
Befragten angaben, ein solches Smartphone zu haben, kann die Firma ihre
Nullhypothese nicht verwerfen.

b)
linksseitiger Test

binomCdf(200,0.4,0,70

)
)
)

binomCdf(200,0.4,0,69

binomCdf(200,0.4,0,68

Abb. 7.6 linksseitiger Test

Sicht des anderen Unternehmens: Hqg: p20,4 Hi:p<0,4 a=0,05 n=200

0.084398

0.063903

0.047475
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Der Verwerfungsbereich ware hier V = {0; ...; 68}. Da aber 90 der Befragten
angaben, ein solches Smartphone zu haben, kann die gegnerische Firma ihre
Nullhypothese auch nicht verwerfen.

Beispiel 3

Tim behauptet, dass ein Glliicksrad angeblich in mindestens
20 % der Drehungen auf Rot zum Stehen kommt. Max will die
Behauptung verwerfen, wenn bei dreil3ig Versuchen weniger
als 5 Mal Rot erscheint.

a) Wie lautet hier sinnvollerweise die Nullhypothese?

b) Berechnen Sie den Fehler 1. Art.

c) Berechnen Sie fur die angenommene Wahrscheinlich-
keit fir Rot mit p = 0,19 den Fehler 2. Art.

Abb. 7.7 Glicksrad (rot unten)

Lésungsskizzen

a) Hop=0,2 Hip<0,2 n=30

) BnomCdf(30,0.2,0,4) 0.255233 []
o |binomCdf(3o,o.19,s,3o) 0.699291 H|
Abb. 7.8 linksseitiger Test
Beispiel 4

Ein Bananenlieferant gibt an, dass hochstens 2 % der Lieferung nicht genutzt werden
kénnen. In einer Lieferung von 1.200 Bananen waren 20 verfault.

a) Bewerten Sie die Aussage des Lieferanten: ,Damit ist ja meine Aussage
bewiesen, denn 20 von 1.200 ist kleiner als 2 %".

b) Entwerfen Sie einen Test aus Sicht des Lieferanten, der seine Aussage
stutzen soll.

c) Entwerfen Sie einen Test aus Sicht des Abnehmers, der die Aussage des
Lieferanten mit einem entsprechenden Signifikanzniveau widerlegt.

d) Wie kénnte die Verhandlung weitergehen?

Lésungsskizzen
a) Nur mit diesem einen ,Schatzwert* kann man nicht sicher sein, dass die Aus-
sage stimmt. Betrachtet man z. B. das 95 %-Vertrauensintervall (welches
man mit dem TI-Nspire mit dem Befehl zIntervall_1Prop bestimmen kann), so

© 2016 T° Deutschland
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erkennt man, dass bei diesen Werten durchaus auch die Moéglichkeit bestan-
de, dass mehr als 2 % der Bananen nicht mehr genutzt werden kdnnen (das
ermittelte Vertrauensintervall ist hier [0,0094; 0,0239]).

binomCdf(1200,0.02,0,15 0.033092
zInterval_1Prop 20,1200,0.95: stat. resuits
"Titel"  "1-Prop z-Intervall"
"CLower" 0.009423
"CUpper" 0.02291 )
"p" 0.016667
"ME" 0.007242
"n" 1200.
Abb. 7.9 1-Prop z-Intervall
b) Sicht des Lieferanten: Hqo: p 20,02 H4: p<0,02a=0,05 n=1200 links-
seitiger Test
WpinomCdf(1200,0.02,0,20) 0.240117
binomCdf(1200,0.02,0,18) 0.125793
binomCdf(1200,0.02,0,17) 0.084957
binomCdf(1200,0.02,0,16) 0.054512
binomCdf(1200,0.02,0, 15) 0.033092
Abb. 7.10 linksseitiger Test
Der Verwerfungsbereich ware hier V ={0; ...; 15}. Mit dem vorliegenden Testergeb-

nis kénnte der Lieferant seine Aussage nicht signifikant absichern.

c) Sicht des Abnehmers: Hy: p<0,02 H: p>0,02 a=0,05 n=1200 rechtsseiti-
ger Test

binomCdf(1200,0.02,32,1200)

binomCdf(1200,0.02,33,1200)

0.065787
0.045012

Abb. 7.11 rechtsseitiger Test

Der Verwerfungsbereich ware hier V = {33; ...; 1200}.
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d) Eine Moglichkeit ware, einen weiteren Test durchzufiihren, eventuell mit
einer Erhéhung der Stichprobengréfe.

Beispiel 5

Auf der Homepage einer Schule wird der Anteil der Schiler, die mit 6ffentlichen Ver-
kehrsmitteln zur Schule kommen, mit 40 % angegeben. Der Schulleiter glaubt, dass
diese Angabe veraltet ist und plant dies durch einen Test zu belegen, bei dem 100
Schiiler diesbeziiglich befragt werden sollen. Formulieren Sie eine Entscheidungsre-
gel fir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von héchstens 5 %.

Lésungsskizze:

Ho: p=0,4 Hi:p# 0,4 a=0,05 n=100 zweiseitiger Test

1.1 2 *Dok =

; (~]
binomCdf(100,0.4,0,30) 0.024783
binomCdf(100,0.4,0,31) 0.039848
binomCdf(100,0.4,50,100) 0.027099
binomCdf(100,0.4,51,100) 0.016762

Abb. 7.12 zweiseitiger Test
Verwerfungsbereich /' = {0,...,30}U {50,...,1 00}
Beispiel 6

Man vermutet, dass beim Boxkampf des Jahrtausends die Einschaltquoten zwischen
60 % und 80 % liegen werden. Um entsprechende Werbevertrage abschliel3en zu
konnen, soll diese Aussage auf dem 5 %-Signifikanzniveau unter 500 reprasentativ
ausgewahlten Personen bestatigt werden.

Entwickeln Sie das entsprechende Testverfahren.

Lésungsskizzen

Ho:p<0,6 oderp>0,8

Hi:p=0,6 oderp<0,8 n=500a=0,05

V4: {322; 500} V: {0; 381}

Wenn mindestens 322 und héchstens 381 den Boxkampf sehen wollen, kann die
Nullhypothese widerlegt (verworfen) und die Behauptung damit bestatigt werden.
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Beispiel 7

Studieren Sie den folgenden Text und entwerfen Sie einen Signifikanztest zur Besta-
tigung oder Widerlegung der Aussage des Wissenschaftlers.

contrAtom

Informationsnetzwerk aeaen Atomeneraie

Weniger Madchen: Auffallige Geburtenrate bei Gorleben

23. Februar 2011

Rund um das Zwischenlager im niedersachsischen Gorleben hat sich das Geschlechterverhaltnis bei
Geburten verschoben. Im Umfeld des Atomzwischenlagers in Gorleben im Landkreis Liichow-
Dannenberg werden deutlich weniger Madchen geboren als friiher: Seit Inbetriebnahme des Lagers
1996 kamen nach einer der Nachrichtenagentur dpa vorliegenden Untersuchung von Wissenschaftlern
des Helmholtz-Zentrums Munchen “signifikant” weniger weibliche Kinder zur Welt.

In der Zeit seit Beginn der Einlagerung hatten in den an das Zwischenlager grenzenden Gemeinden
Gorleben, Hohbeck und Trebel 120 Jungen und 111 Madchen das Licht der Welt erblickt — ein
Verhaltnis von eins zu 1,081, sagte Ralf Kusmierz, einer der Autoren der Studie. Dieses liegt zwar noch
relativ nahe am Bundesdurchschnitt von 1,055 — allerdings wurden in den drei Gemeinden zwischen
1971 und 1995 sogar mehr Madchen als Jungen geboren, so dass sich das Verhaltnis umgekehrt hat.
Zudem verschiebe sich die Verteilung umso mehr, je naher sich die Wohnung der Mutter am
Lagerbehalterhaus befinde.

: »,Im Ergebnis kann man als gesichert betrachten, dass seit Inbetriebnahme des 5
' Transportbehalterlagers in Gorleben in der Region signifikant weniger Madchen geboren :
» werden als zuvor,und zwar umso mehr, je naher sich die Wohnung der Miitter am ;
' Lagerbehalterhaus befindet", so Wissenschaftler Kusmierz. “Ich halte dies nicht fur einen
+ Zufall”, sagte Kusmierz. Er gehe davon aus, “dass sich fruchtschadigende Einflusse in der
 frihen Schwangerschaft geschlechtsspezifisch auswirken und insbesondere weibliche 5
» Embryos absterben lassen, wodurch bei den Lebendgeborenen der Jungenanteil steigt”.

Kusmierz hatte im vergangenen Jahr bereits festgestellt, dass in der Gemeinde Remlingen rund um das
marode Atommiilllager Asse der Jungenanteil unter den Geborenen ebenfalls extrem tiberhoht sei. Da
in der Asse radioaktive Emmissionen wie Gase bekannt seien, sei hier die Ursache erkennbar, sagte
Kusmierz. “In Gorleben sind mir die Ursachen jedoch nicht klar.”

:“Die Zahlen sind &uBerst besorgniserregend”, sagte der umweltpolitische Sprecher der

: Linksfraktion, Kurt Herzog. Die schwarz-gelbe Landesregierung miisse daher schnell

» handeln: “Ich erwarte, dass jetzt sofort das kleinrdumige Monitoring in Angriff genommen
wird, das Sozialministerin Aygtil Ozkan (CDU) aus Anlass der Krebsfélle in der Asse

» angekundigt hatte”.

Abb. 7.13 Quelle (Auszug): ndr.de, 23.02.2011
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Lésungsskizzen:

Einseitiger Signifikanztest
Ho: p=0,513382 Hy4: p>0,513382n =231 a=0,05

mm iR » *biernormal <> FAD{‘R

05
05

[

[ta)

0.513382
k

o
o

binomCdf(231,0 $13382,120,231)
0.075333

binomCdf(231,0.513382,122,231)
0.044419

<

Abb. 7.14 rechtsseitiger Test

Verwerfungsbereich: V = {132,...,231}. Da 120 < 132 ist, kann die Nullhypothese
nicht verworfen werden (allerdings wird nirgendwo im Text auf das Signifikanzni-
veau verwiesen).

Einseitiger Signifikanztest (aus Sicht der Regierung bringt auch keine Aussage)
Ho: p20,513382 H4:p<0,513382 n=231 a=0,05

mm Il > *biernormal < ra {1 F3

binomCdf(231,0.513382,132,231) 2
0.044419
binomCdf(231,0.513382,0,120)  0.598949
Ly
binomCdf(231,0.513382,0,118)  0.494976
05)

binomCdf(231,0.513382,0,110)  0.143419
binomCdf(231,0.513382,

0.042411 I
I

Abb. 7.15 linksseitiger Test

<

Zumindest diese Zahlen kénnen die Aussage nicht belegen. So hat auch z. B.
W. Kramer massive Kritik am Design dieser Studie gelbt.

Beispiel 8
Nicht alles ist binomialverteilt.

Meine Oma behauptet, dass sie ihren Spezialkaffee immer herausschmeckt.

Ich bezweifele dies und wir einigen uns auf einen Test. In 10 Tassen befindet sich
funfmal der Spezialkaffee und fiinfmal nicht. Sie wahlt zufallig 4 Tassen aus. Meine
Oma meint, wenn sie dabei dreimal richtig liegt, dann kann sie ihren Kaffee wirklich
herausschmecken.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, ein solches oder ein noch besseres Ergebnis nur
durch Zufall zu erzielen? (Wir fragen hier also nach dem P-Wert fir dieses Experi-
ment.)
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Lésung:

Wir missen hier von der sogenannten hypergeometrischen Verteilung ausgehen
(Ziehen ohne Zurtcklegen).

Da im TI-Nspire keine vordefinierte Funktion fur die hypergeometrische Verteilung
vorhanden ist, muss man sich diese Funktion definieren. (Die Parameter stehen fur:
x — Trefferzahl, n — Grundgesamtheit, m — Anzahl der betrachteten Eigenschaft in n,
u — Stichprobengroélie

*hypergeom..sch < PAD{'ﬂ

nCr(m,r : nCr(n—m,u—x
nCr(n,u)

h)per(\'.n,m, u);

myper(2,10,5,4)

h}per(‘i, 10,5, 4)

Abb. 7.16 Hypergeometrische Wahrscheinlichkeit

Es ergibt sich hier ein P-Wert von ca. 26,2 %, also weit entfernt von etwaiger Signifi-
kanz.

Erst bei 4 ,Treffern” wiirde man unter die allgemein (bliche 5 %-Grenze kommen.
(Hatte man hier mit der Binomialverteilung (n = 4, p = 0,5) gerechnet, ware man auf
31,25 % gekommen.)

Eine Simulation dieses Problems ware mithilfe des randSamp-Befehls denkbar.

tassen.=1g,8,8.8.8,1,0,0,1,1
{8,8,8.8,3,".".".".” }
randSamp(tassen, 41) {'1,'1,3,8 }
randeamp(lasseﬂ, 41) {g.e.8n}
randSamp(rassen, 4 1) { g.ngn }
mndSamp(tassen,‘i, 1) { g.gnn }

Abb. 7.17 Simulation mit randSamp()

Verknlpft man dies mit dem countif-Befehl, so kann man den Vorgang z. B. 100 Mal
simulieren.

countifirandSamplrossen, 4. 1), 7=g)

s2q(countir{randSampliaasen 4. 1), 2=¢) & 1,100)

,| 23.211,23,33,22221,21,12223,22222121,21,23,1,23,22221,23,1,22243222213,1223,22221231,3,21,5242212232210222122.33121"
countiflseqlcountiflmndsamplrassen 4.1) 2= ). % 1.100) 7>2)
cmlmlqu(count!!{nndﬁamp(mxun,{ l), 'J-,:),l( 1,100', RS ?.) 22
-:c-u:nl.Xﬂ:.'v.-q[cou:ntlﬂ:und’;l:mplrfm:rr,v,i 1), Img) A1 100), 7> .’-] 2

countif{zeq(countif(mndSampliassen;4.1).7=z). & 1.100). 73 2

Abb. 7.18 Verschachtelte Simulation mit seq()-Befehl und Auswerten mit countlf()
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Beispiel 9

Eine neue Wurstsorte hat angeblich nur 10 g Fett pro Verpackungseinheit. Wir gehen
davon aus, dass die Fettmenge mit einer Standardabweichung von 0,9 g normalver-
teilt ist. Eine zufallige Probe von 100 Packungen ergibt einen Mittelwert von 10,3 g
Eiweilk. Untersuchen Sie, ob der tatsachliche Fettgehalt kleiner oder gleich 10 g pro
Verpackungseinheit ist, das heift, ob y < 10 g mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von
10 % ist.

Lésungsansatz

invNorm|0.9,10,

09 ) 10.1153

JlOO

10,3 liegt im Verwerfungsbereich, also kann die Nullhypothese u < 10 g verworfen
werden.

Beispiel 10

Lust zum Aufhdren? Die Pille gegen das Rauchen im Praxistest

Die Wirksamkeit von Zyban, der ersten nikotinfreien Tablette gegen das Rauchen, ist
in einer offenen Kleinstudie ohne Vergleichsgruppe getestet worden. Die 100 teil-
nehmenden Testpersonen (stark abhdngige mannliche Raucher im mittleren Alter
ohne besondere Auffalligkeiten) wurden im Untersuchungszeitraum von ihrem Haus-
arzt mit Zyban versorgt und mussten sich taglich beim Hausarzt melden. Nach sie-
ben Wochen hatten 31 von 100 Testpersonen mit dem Rauchen aufgehdrt. Bei ver-
gleichbaren Therapien mit Kaugummi oder Nikotinpflaster liegt die Erfolgsquote bei
0,2. (vgl. www.teachersnews.net)

Kann man aus dieser Studie statistisch signifikant (o = 0,05) schliel3en, dass Zyban
eine héhere Erfolgsquote im Vergleich zu den anderen Methoden hat? Wie hoch
ware der statistische Effekt?

Lésungsansatz mit dem Testobjekt (1-Prop z-Test)

[ —

PO: (0.2

i N
-

Ertolge. x: [ 31

1 F—*Test 1Prop(0.2
[+ A
100 1| | fzPropz-Test

Alternative Hyp: | Ha prop > g0 l < |prop > p0

3'1 Ergebnisspalte [b“
a

Zolchnen [L-_ﬁ P-Wert schnfﬁmnl ~

i 0:, »"«t‘bruch 2 i S—— =
Al — c1]="1-Propz2 | €| »

Abb. 7.19 1-Prop z-Test

Ho lasst sich auf Signifikanzniveau a = 0.01 verwerfen.
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Lésungsansatz mit dem Schéatzobjekt (1-Prop z-Intervall)

= Ertolge. x [ 31 | = =zinterval_1Prop(31,100,0.95,
. n | 10d | 1| |2 CLower 0.219353
Konfidenzniveau LOJS j 3 {CUpper | 0.400647
411 Ergebnisspatte: | g)) R s 0.31|
{OK| |Abbruch =
6l 2 | %1n 100.15
ps|="ME" [ <[> [os]="mg" [4]»

Abb. 7.20 1-Prop z-Intervall

Das 95 %-Vertrauensintervall liegt zwischen 0,22 und 0,4. Der statistische Effekt
(EffektgroRRe) liegt demnach zwischen 10 % bzw. 100 % (im besten Fall Verdoppe-
lung der Wirksamkeit).

Beispiel 11

Die Inzidenz der Frihgeburten hat trotz der Fortschritte in der Geburtsmedizin in den
letzten Jahrzehnten in Deutschland nicht wesentlich abgenommen. Hierzulande wer-
den ca. 7 % aller Kinder vor vollendeter 37. SSW und ca. 1 % vor vollendeter

32. SSW geboren. Die perinatale Mortalitit®® ist gerade bei Friihgeburten immer
noch ein schwieriges Problem. Eine Schwangerschaftsverlangerung zur Verbesse-
rung der Uberlebenschancen des Frilhgeborenen ist deshalb entscheidend. Die brei-
te Anwendung von Fenoterol hat in der Mehrzahl der placebo-kontrollierten Studien
nur zu einer kurzzeitigen Verlangerung der Schwangerschaft geflihrt. Angesichts
unerwinschter Nebenwirkungen ist man seit Langem auf der Suche nach geeigneten
Alternativen. Bereits 1994 wurde in GroRRbritannien erstmals der erfolgreiche thera-
peutische Einsatz von Nitroglycerin zur Wehenhemmung beschrieben. Bei einer kli-
nischen Studie in Thiringen wurde im Ergebnis bei der Behandlung mit Nitroglycerin
mit 264 Tagen eine Verlangerung Schwangerschaft um 9 Tage im Mittel gegeniber
der herkdmmlichen Methode beobachtet. An der Studie nahmen 60 Personen teil.
Die Standardabweichung betragt 20 Tage.

Untersuchen Sie, ob das beobachtete Ergebnis statistisch signifikant ist.

% Die perinatale Mortalitat oder perinatale Sterblichkeit gibt die Anzahl der kindlichen Todesfalle in der Perinatalperiode an,
umfasst also Totgeburten und Todesfalle bis zum 7. Tag nach der Geburt. Diese Zahl wird dabei auf die Gesamtzahl von
1.000 Lebend- und Totgeborenen bezogen. (de.wikipedia.org, Aufruf 26.08.2015)
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mv:lo:'m'C 99,255 =—|
\ {60

'
' -
]

L 4

¢ S Ea— ]
e * Querstrich | 264 | I~
- n"t‘d l I

Konhgenzniveau. | 0 55 | i

|oK! | Abbruch]

L [!KD

i )

= ;-zTrii&Vaiéé,{i'
. |Clower | 258.939]

e [CUpper | 269.061 |

4 R ‘ 264,

3 ME 5.06061

g In . GO.- 5

A [«]»

Abb. 7.21 2 Lésungsansatze

264 Tage liegen im Verwerfungsbereich, also kann die Nullhypothese y < 255 ver-
worfen werden. Das 95 %-Vertrauensintervall (z-Intervall) liegt zwischen 259 und 269

Tagen.
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