Wie lang ist der kiirzeste Weg?

Hemmes mathematische Ratsel: Wie lang ist der kiirzeste Weg? - Spektrum der Wissenschaft

LAuf einem Kegel, dessen kreisformige Grundflache einen
Durchmesser d von 10 Zentimeter und dessen Flanke eine
Lange s von 20 Zentimeter hat, sitzt auf halber Lange der
Flanke eine Spinne. Sie krabbelt einmal um den Kegel herum
und gelangt wieder zu ihrem Ausgangspunkt zurtick.

Dabei muss ihr Abstand von der Kegelspitze nicht unbedingt
immer gleich bleiben. Zufallig hat sie den kirzest mdglichen
Weg genommen.®

a) Wie lang ist dieser Weg?

b) Bestimme den minimalen Abstand von der Kegelspitze
zum Weg s der Spinne!

c) Ermittle die Raumkurve der Spinne!

Losungen:
Wickelt man die Mantelflache eines Kegels ab, entsteht ein Kreisausschnitt.

Die Bogenlange des Kreisausschnitts |y, ergibt sich zu |, =10 bei einem Radius r = 20.

Daraus ergibt sich der Winkel a des
Kreisausschnittes aus |, =s-a zu

a=—
2

Eine Zeichnung zu den
Fragestellungen

Zu a)

Der kiirzeste Weg ws der Spinne ist
die Gerade und ergibt sich zu S

W =10-2

Zu b) B

SA ergibt sich zu ,

5.2

SA=5.425ST=s(u)=

b
cos(4 - u) .~ u
S
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5.2

s
cos| -~ -u
(4 j

Extremalproblem.

In s(u) = steckt ein kleines s(u)

Mit
s'(u)=-5-v2- Sin(z_uj m 5-v2

COSZ(R—UJ ~ 17 s(u) = cos(T — u)
s'(u)=0

Wie es auch zu erwarten war!

Die minimale Entfernung betragt also

s=5-4/2 von der Kegelspitze zur Bahn der
Spinne.

Der dazugehdrige Raumpunkt wird spéter ermittelt.

Zu )

C liegt auf dem Grundkreis des Kegels: C =(5-cos(4u),5-sin(4u),0) mit 0<u sg

Der Kegel hat eine Hohe von h=5-15 mit Punkt S = [0,0,5-\/1_5}

Die Mantellinie des Kegels lasst sich also beschreiben als

ml :[0,0,5-\/1_5]+t-[5-cos(4u),5-sin(4u),—5-\/1_5] mit dem Richtungsvektor r
F=[5~cos(4u),5-sin(4u),—5~J1_5]
Der Punkt T auf dem Weg der Spinne pT(u) = [0,0,5~\/1_5}+s-£ -

5.42 [5-005(4u),5-sin(4u),—5~J1_5]

(n j 400
COoSs| ——U
4

pT(u)=[0,05-V15 |+
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T anZi(gj)i E;T%Lj)sﬁ _16;; (ﬁ Zj

pT(u) ist dann die Gleichung der Raumkurve mit
dem Parameter u, dargestellt rechts.

Hervorgehoben auf der Raumkurve sind die
Punkte

PlfUruzo

5, .5
P,=[2/0/215
' (2 2 j

szUru=E
8

P, =(0/g 2—\/5/%\/1_5-(2— 2—~/§)j

P, furu="
4

P3:£—§\/§/O/%\/E-(4—\/§))

P3 ist der Raumpunkt mit dem geringsten Abstand zur Kegelspitze (siehe b)).

Zusatzaufgabe

Nun soll das Problem betrachtet
werden mit allgemeinem d und s.

. . a=17952
Hier gilt entsprechend:

d
a=n-—
S W C

Den Weg der Spinne erhalt man aus
dem rechtwinkligen Dreieck SAP:

1
WS . (1 J
= =SIN| = | > WS =S-SIN| —a
1y 2 2

2

ws
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ﬁergibt sich aus

SA o) = 1 o
—=C0S| — |> SA==s-cos| —
ls 2 2 2
2

AulRerdem gilt:

SA (a )

— =C0S| ——U

ST 2 (aj
o S-CcOoS 5
15.005(“) - ST(U)—

— 2 2 (a_j

ST=2__ ¢/ 2-cos > u

(24
cos| ——u
(2 j
Fur den kirzesten Weg erhalt man damit

ST (u)= 2o cos[ ¢ so(3)

2 z(a j
COsS™| ——Uu
2

Mit ST (u):O erhalt man u =% S_T(%j:%-cos(—j

Der Weg der Spinne um den Kegel

Der Punkt C auf dem Grundkreis

C:[%-cos(n-u)/%-sin(n-u)loj

C-= 9-cos é-u lg-sin 2—S-u /0 mitOSUSﬂ
2 d 2 d S

Der Punkt T in Abhangigkeit von u, d und s

. ______________________________________________________________________________________________|
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d 2s
E‘COS(FU]
) . & 0| ses(3) |y
pT (u,d,s)=| 0 [+ST (u)- == — pT (u,d,s) = 0 + ~ —~sin(§uj .=
h ‘CS‘ d2 2-cos(a—uj 2

SZ__ 2 d2

4 —/sz——

4

Die fertige Raumkurve:
(z-d] [25 j
d-cos| —— |-cos| —-u
2s d
4~cos(u—9'd]
2s

7-d . (2s
d‘cos( 5 j-sm(d-u) d
pT (u,d,s)= S i

q mit 0 <u<——
4~cos(u—”2j S

Einige Variationen




