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Vorwort

Dieses Skriptum ist im Wesentlichen eine Ubersetzung eines belgischen T3-Hefts aus dem Holl&ndi-
schen. T3-Flandern hat eine grol3e Reihe von ,,Cahiers* herausgegeben, unter denen sich auch Cahier
14, Voorbeelden met de T1-84+ uit de analyse, vom selben Autor befindet. Mit dem hier vorliegenden
Cahier 33 zeigt Didier Dedes an den selben Aufgaben den durch den Einsatz von CAS erreichbaren
Mehrwert auf.

Cahier 33 wurde an die aktuellste Version von TI-Nspire™ CX CAS (Version 3.6) angepasst. Auf die
—wenigen - Hinweise auf die flamischen Lehrplane wurde verzichtet. Einige Aufgaben wurden er-
ganzt bzw. hinzugefigt, so dass nun anstelle von urspringlich 47 Aufgaben insgesamt 60 angeboten
werden. Der kurze letzte Abschnitt Programm — Funktion wurde Gberhaupt neu al's Ergdnzung zum
Kapitel Uber das Programmieren aufgenommen. Die JuliazMengen sind — obwohl nicht unbedingt zur
Analysis gehorig — bereitsim Original zu finden. Sie stellen sicherlich einen attraktiver Aufputz dar.

Josef Bohm, im Herbst 2013
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1  Einleitung

Diefur die Analysis nitzlichsten Funktionen werden wir in der Calculator- und in der Graphs-App
(Rechen- und Grafikfenster) finden. Wir wollen ein Dokument erzeugen, das aus einem Rechen- und
einem Grafikfenster besteht. DafUr driicke und erdffne eine neues Dokument. Flige zuerst den
1:Calculator hinzu, gehe mit nochmals zu 4:Einfiigen und 6ffne auch eine 2:Graphs-Seite.

= 1:Calculator hinzufugen
\12:Graphs hinzufugen
N 3:Geometry hinzufugen
_|&Lists & Spreadsheet hinzuflgen
1]5:Data & Statistics hinzufigen
6:Motes hinzufagen
.i§7:Vernier DataQuest™ hinzufdgen
menu drucken

*Micht gespeicheres — {:-H

*Nicht gespeicherte — £/ E8 11 1.2
[sI1]1: Problem 0 f2ld)=1 sinlx) =
1: Datel  |2: Seite (Crl+D)
2: Bearbeitts, Calcylator
3: Ansicht =
4 Einfugens: Geometry ! !
5. Seitenlayg, | jsts & Spreadsheet o 1 10

6: Bibliothe|7: Data & Statistics
7. Einstellulg: Notes

8: Anmeldy9: Vernier DataQuest™
£ 0 =
& 9: Press=ta. programmeditor » -6.67

Nachdem wir eine Grafik im Graphs-Fenster erzeugt haben, lassen sich die gebrauchlichsten Funktio-
nen Uber ein Menl aufrufen. Hier wurde fur f1(x) die Funktion 3*sin(x) gewahlt.

Wir druicken > 6:Graph Analysieren. Jetzt kann der Graph untersucht werden. Das Grafikfenster
wird angepasst Uber > 4:Fenster/Zoom Die Option 5:Zoom-Standard ergibt ein im Allgemei-
nen passendes K oordinatensystem.

k 1: Aktionen
[ i =
'l 2: Ansicht » B12: Zoom-Rahmen
: Graph-Eingabe/Bearbeitung ¥ It @ 3: VergroBern
& 4: Fenstg=Taass - = 4; clei
R a1 Nulistelle ~ & Verkleinern
o Jel At 2: Minimum 4= 5: Zoom-Standard
\:'6: Graph| ™ & 1&6: 1
&k 3: Maximum & 6: 1. Quadrant
| 7: Tabell : ¥7: Tabelle |42, 4 -
2 & Schnittpunkt & 7: Zoom-Benutzerdefiniert
#8: Geoml st &, wendepunkt = 8: Geometry| 45 8: Zoom-Trigonometrie
{1 9: Einste| 5, 6: dy/dx i1} 9: Einstellung [ 9: Zoom-Statistik
e 7; Integral [\ A: Zoom-Anpassung
5.67 k © 8: Analyse von Kegelschnitten » v

Gemeinsam mit dem Graph wird die Funktionsgleichung angegeben. Wenn mehrere Graphen gezeich-
net werden, kann dadurch der Schirm Uberladen werden. Die Beschriftungen lassen sich aus- und wie-
der einschalten Uber > 9:Einstellungen ...

% 8; Geometry

Aktionen Einstellungen fir Graphs & Gec “pEEY Nichtgespeicherte = {163
Ansicht | [ 6.67 Ty
] I A 67 Ty
- = Angezeigte Ziffemn: | Fix 2
Graph-Eingabe/Bearbeitung ¥ [EEE Lo 6= st}
: Fenster/Zoom Grafik Winkel: | Bogenmalk
: Spur Geometrie Winkel | Grad
: Graph analysieren » \ i . \ !
5 7. o I ot hriftungen h \ o ’
17: Tabelle k H ) ‘ 1T 1 Graph f1 N
| |_7_| Achsenendwerte anzeigen =

‘ EZmucks. Stanaard: OKi EAbhrucn
p— -6.67
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Die Beschriftung ist ausgeschaltet. Wenn der Cursor in die Nahe des Graph kommt, zeigt sie sich und
der Graph wird in einer dicken Strichstérke angezeigt.

Ein nitzlicher Hinweis:

Wenn wir in dem dichten Wald von Menis einen Befehl nicht mehr finden, oder diesen ganz einfach
vergessen haben, dann verwenden wir den Katalog ([@)). Hier finden wir die vollstandige Liste aller
verfugbaren Befehle und Funktionen mit Hinweisen zur richtigen Eingabe der notwendigen Parameter.
Wenn wir den — uns eventuell noch bekannten — Anfangsbuchstaben des Befehls wissen, tippen wir
diesen ein und sind gleich in der Nahe des Befehls. Wir wollen die Funktion f1(x) integrieren, daher
tippen wir ein: (1 und finden das Integralzeichen, das wir in das Rechenfenster Gibernehmen. Zwischen
den Fenstern wechseln wir mit [en] ‘™ bzw. (@) .

*Nicht gespeicherte — ﬂ-m

VA2 fz |3 5E | 4= | 5B ] 6: _’}Il.\') dx -540- coslx) T

sy — % &

|mpD|n [

Instring(

int( II

IntDnv |

intaaralf v

A [¥] = Assistenten aktiv

AL

[ J(Ausdr, Var|. UntGrenze, ObGrenze]) Sh 7]

Das haben wir wohl nicht als Stammfunktion erwartet — es kann aber passieren. warum? Hier wird
offensichtlich im Gradmal3 gerechnet. In der Mathematik Ublich ist aber das Bogenmal3. Wir miissen
daher die Dokumenteinstellungen &ndern. Die Abbildungen zeigen, wie das geschieht. Dann erhalten
wir auch das erwartete Ergebnis fur die Integration. Uber gelangen wir in den Eroffnungsschirm,
wo wir die Dokumenteinstellungen andern kénnen.

#

_1 Dl‘.lI-'.ur'T'It':r'\{&ln‘_itél.lur1§]l?l'1

A E 1l
2 Dokumentein ellungen...
2:Einrichten des'Handhelds... HEEES
4:Status...
S:Anmeldung...
6:Netzwerk ...

8]

Exponentialformat: [l ikl

1
2 B
3
m
5

COtene®

Vektorformat: | Kartesisch

2] |zurtcks. | | standard| |ok| |abbrucn|

J716) ax 540  cos(x)

= 1. Ableitung

_rﬂ[\'} dx -3+ coslx) Ableitung an einem Punkt
| nt 9 ral

Grenzwert

Summe

Dradult

y

2~ [] = Assistenten aktiv
bestimmtes Integral

Es sei gleich hier vermerkt, dass wir das Werkzeug zum Integrieren auch Uber die zweite Registerkarte
im Katal og gefunden hétten.

©2014 T° Europe 5



2  Einfache Aufgaben

Aufgabel Nullstellen berechnen

2

Erzeuge den Graph der reellen Funktion f :R — R mit der Vorschrift: f(x)=x® +§x —g. Berech-

ne die Nullstellen sowohl handisch al's auch mit dem TI-Nspire™ CX CAS.

Losung 1 Um die Nullstellen zu finden, konnen wir das Polynom faktorisieren. Wir erkennen,
dass die Summe der Koeffizienten null ist, daher wissen wir, dass das Polynom durch (x — 1) teilbar
ist. Nach Anwendung des Horner-Schemas bleibt eine quadratische Gleichung, die leicht gelGst wer-
den kann. Damit konnen die Nullstellen 1, -3 und 2 aufgefunden werden. Mit dem TI-Nspire™ CX

CAS gehen wir folgendermal3en vor:
Wir geben die Funktionsgleichung ins Grafikfenster ein und lassen den Graph zeichnen. Mit [«1] + (G)

offnet sich immer die Eingabezeile. Dann werden Uber > 6:Graph Analysieren > 1:Nullstelle
(dreimalige Anwendung) alle drei Nullstellen gefunden und angezeigt.

*Micht gespeicheres — f:_m k‘ 1: Aktionen
(51 2: Ansicht L4
- 9 } 3! Graph-Eingabe/Bearbeitung »

£l - - Graph f1 T 4: Fenste-Caam ..
. i, A% 5 Spur B 1: Nulll*elle

\ B Granhl ...:.. 2: Minimum
[\ 3 " &k 3: Maximum

F ] 7 Tabell 3
2 i ol e 2 &: Schnittpunkt 2
/ 8 Geomfar o, Wendepunkt

11 9: Einste| 40, 6: dy/dx

ke 7: Integral S
-5 67 (D 8: Analyse von Kegelschnitten bj| | [Obere Schranke’

m 1.2 i4 *Micht gespeicheres — {:‘m
6.67 %y *olve{ﬂ[r]-o,x 3 =

x=-3 orx=—orx=1
7}

solve{ﬂ[r]-ﬂ,\') x=-3. orx=-1.5 orx=1.

(-2.00,000) ™\ 11 (; 00.0.00) .
e { ]i/\\ 1& 1% zercs{ﬂ[r},.r} {3_;3‘1}
-1.50,0.00)
& factor{f1(x)) (x-1): be+3) (2 x43)
2

-6.67 ~li

Die Nullstellen lassen sich auch im Rechenfenster auf verschiedene Arten bestimmen. Die Ausgabe
als Dezimalzahl erzwingen wir, indem wir anstelle von mit [en]+(enter) (= [=7) abschlielRen.

Aufgabe2  Zerlegen in Faktoren

Die Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren (wie bereits oben gezeigt) kann in vielen Félen eine
echte Hilfe sein. Zerlege den Term 2x° —3x* —16x + 24 in seine Linearfaktoren. Es geht hier nicht so
unmittelbar wie in Aufgabe 1, dawir keine ganzzahligen Nullstellen erkennen kénnen.

Ldsung2  Wir erzeugen zuerst den Graph und passen Uber > 4:Fenster > 1:Fensterein-
stellungen die Skalierung der y-Achse so an, dass sich ein verniinftiges Bild ergibt. Wieder Gber
> 6:Graph Analysieren > 1:Nullstelle suchen wir zumindest eine Nullstelle, die wir bei x= ';‘

entdecken konnen. (Uberpriife das handisch!).

©2014 T° Europe 6



1.1 |12 k 1: Aktionen T
[512: Ansicht [ o, ;
£20)=2-x3-3x2-16 x+24 = : 151 2: Zoom-Rahmen [0
3] T P e {_}\-'3 Graph-Ei }?)3: VergroBern XMax: C
"4 FenstellZy © 4: Verkleinern i i
'l\-:g: épurh ] "1.': 5: Zoom=Standard = M
. o Tapn and | . 6: 1. Quadrant YMin: |—1u )
F £ 7: Tabelle |45, 4 - r ; : BT
10 1 10 & 7. Zoom-Benutzerdefiniert 10 Yiax: | 40 10
(-1.50}0.00) + 8: Geometry| 45 8: Zoom-Trigonometrie ekl
{1 9: Einstellun{ [&# 9: Zoom-Statistik
[\ A: Zoom-Anpassung _§,0|<| EAthuch
6.67 ¥ o S

I

8w

P

P

o e
k10 A !000} 'l‘db ] 10
Obere Schranke?| |' -10 3 H

Uber das Verfahren von Horner (oder durch Polynomdivision) kénnen wir auf ein quadrati sches Poly-
nom reduzieren und die entsprechende quadratische Gleichung |8sen. Die endguiltige Faktorisierung

lautet: 2(x—§j(x—2ﬁ)(x+2\/§). Mit dem CAS lassen wir das natiirlich auch TI-Nspire™ CX

CAS ausrechnen (sowohl exakt a's auch numerisch):

factor{f2(x)

fachor{r’l’{v),x} )
be-22) e+ J2) (2:x-2)

l'a-::tol'(f'2 LX}.X}

2.- (x-2.82843) (x-1.5)- (x+2.82843)

k

Aufgabe3  Zerlegenin Faktoren 2
Zerlege den Term 2x° — 3x* +16x+ 24 in seine Linearfaktoren. Es geht hier nicht so leicht wiein

Aufgabe 2.
Losung 3

Wir definieren die Funktion im Rechenfenster und stellen den Graph in einem geeigne-

ten Fenster dar. Uber > 6:Graph Analysieren > 1:Nullstelle suchen wir die — einzige? — Null-
stelle, die wir wieder bei x=2 entdecken kdnnen. (Uberprufe das handisch!).

factor{fj‘(_\')_x}
(=2 2) ber2 2 (2:x-)

factor{£2(x).x)
2.+ (x-2.82843) (x-1.5) (x+2 82843)

5{"}"2' x‘?‘—.’,- J'2+16' =24 Fertig

©2014 T? Europe



Uber den ,, Verlauf* rechts oben werden die aktiven Graphen angezeigt. Hier kénnen dann die beiden
vorher definierten Funktionen f1 und 2 deaktiviert werden. f3 stellt sich nun so dar. Wir kénnen wie-
der auf ein quadratisches Polynom reduzieren und finden zwei weitere, aber konjugiert komplex L6-

sungen, die wir nun auch im Rechenfenster aufspiiren wollen.

«EE m *Aufgabe 1 = m k2 2 *Aufgabe 1 =
’ factor(F3(x) x (2-x-2)-[x248)

zeros(r?(r]..\') { 2 }

10 2
5 e 1y g cFacwl‘{ﬁ’(X),t)

/(1 50,0.00) K (e-2 2 0) (es2: 2 2)- (2:x-3) |
cZems(f_?[\'},\') { : NG . _3} I
_5/ 2202 2 s

Wir sehen, dass weder factor noch zeros zum Erfolg fuhren. Mit cFactor und cZeros werden auch
die komplexen Nullstellen und die zugehdrigen Linearfaktoren angegeben.

Aufgabe4  Ungleichungen
LOse grafisch die Ungleichung 2x+7>0 in R.

Losung4  Wir definieren die Funktion im Rechenfenster a's eine abschnittswel se definierte Funk-
tion (mit nur einem Abschnitt) und verwenden dazu eine vorgegebene Schablone. Das Fenster mit
alen verfligbaren Schablonen rufen wir auf Gber [=&). Wir flllen die Schablone aus. nur wenn

2x + 7 > 0 soll der Funktionswert 0 angenommen werden. Dann stellen wir den Graph in einem geeig-
neten Fenster dar. Wir sehen sofort den Bereich, fur den die Ungleichung erflillt ist.

zems{fj{t),\'} 3 i
2 Stuckweise definierte Funktion erstellen CF‘actor{fj’LtLt)

cFactor{f5(0),%) Stickweise definierte Funktion (=22 - d) (er2 2 4) (2:3-2)

TSR - - Anzahl der Funktionssticke | 4|
BIRGEGERGEE © a0 . e
lol jaus 58] B0 ] |Bef | £o o |0 £ (o] [Apbruch| 2
£l ell a1 ) ={0,2 x+720 Fertigy
u(x):= = 09 =

<mm *Aufgabe 1 = | B b | B d 1. *Aufgabe 1 =

cZeros(r3(x),x) P T
222224 ”
10 Graph f4 @
X, - X, 'm30). 2 x4+ T2 1
o — : T =N 'ﬁ =i i u[x} {0, x+720 Fertig
soive{E 1 ,\'+?20,.\'} s -7
el
k 2 I
-50 -50 =

Wenn wir mit dem ,,Handchen* zum Graph von f4 kommen, kénnten wir ja auch die x-Achse meinen.
Mit der (ta]-Taste kdnnen wir bei Mehrdeutigkeit des Pointers (hier das,,Handchen*) zwischen den
maoglichen Objekten umschalten.

Wie wir im Rechenfenster sehen, kann TI-Nspire™ CX CAS auch hier mit der Ungleichung umgehen.

©2014 T° Europe 8



Aufgabe5  Abschnittsweise definierte Funktionen

Erzeuge den Graph der abschnittsweise definierten Funktion f (x) = { )

deren Stetigkeit.

Losung 5

kann auf zwei Arten erfolgen, am Ergebnis andert sich nichts.

‘R

114112

be=2: 2 4) [e+2: 2 3) (2:x-3) 2
cZems[f:‘{x},x) {3'5':"2'51’ }
ol B4 | B 49 o
40/ fpun | Joan I3

RGEGEES -
f5f.t}.= I

[N £

cZeros (fb‘(\.}\} { )

ulx):={0,2- x+720

solve(z- x+'}"20,.r}

ey

75(x) -{ E

L

*Aufgabe 1 —

-x furx<o0
x° furx>0

Die Funktion wird wie in Aufgabe 4 Uber die geeignete Schablone eingegeben. Das

und untersuche

u(,\')--{U,Z x+720 Ferng
solve(2 x+720.x) -7
X
2
A
: =x, x=0 Fertig

Am Graph erkennen wir die Stetigkeit der Funktion.

Aufgabe6 Grenzwerte

EEREEY

I'S{v}'{

*Aufgabe 1 —

-x, x=0 I

2

Manchmal fuhrt der Einsatz des TI-Nspire™ CX CAS zu einem falschen Schluss. Dazu wollen wir ein

klassisches Beispiel behandeln. Erzeuge den Graph der Funktion f(X) =

10000sin X + sSin10000x

10000x

. Far

die Fenstereinstellung des Grafikfensters wahle die Option 8:Zoom-Trigonometrie. Bestimme zuerst

im Calculator die Funktionswerte nahe bei null und vergleiche die Ergebnisse mit dem Graph. ,, Zoo-
me" dich dann immer ndher zum Koordinatenursprung, etwa bis [-0,001;0.001] und beobachte die

Verénderung des Graphs. Lass zum Schluss den Grenzwert berechnen.

Ldsung 6

x->0 X

Wenn man weil3, dass Iimﬂ =1, dann ist der Grenzwert einfach zu berechnen:

. 10000sinx+sin10000x .. 10000sinx ,. sin10000x
lim =lim +lim——

x—0

Mit TI-Nspire™ CX CAS erhalten wir vorerst einen Graph, der eine falsche Antwort vermittelt. Erst

10000x

x—0

10000x

=1+1=2

x>0 10000x

nachdem die Fensterkoordinaten angepasst wurden, zeigt sich die wahre Gestalt des Graphs und damit

auch der richtige Grenzwert.

Im Rechenfenster wird der Grenzwert ohne M Uihe gefunden.

©2014 T? Europe



JEE spifonbe i

K 1: Aktionen [ 1: Fenstereinstellungen ...
i 2: Ansicht £12: Zoom-Rahmen :
f:f‘o3! Graph-Eil ® 3: vergroBern ‘ 10000 x
"rdFensterlZy © 4 verkleinern

i\ 5: Spur = 5: Zoom-Standard

Kt 6: Graph GL IR Quadrant s(0.1) 0. 99181 ﬁ\

4l AR X,
E57: Tabelle 1% 7: Zoom-Benutzerdefiniert 76l0.01) 0.99492 o = i

hal- AL EUENT R B: Zoom = Trigonometrie )
r6{0.001) 0.945598 g ) 10000- sin(x)+5in(10000° ) K
=

4191y

Fertig

{1l 9: Einstellun{ [&# 9: Zoom-"tatistik

i\ A: Zoom-Anpassung ) I| 10000 x
1239 - ”5(1% Y — = st
11 m b *Aufgabe 1 — o] < |

«EE m 5 *Aufgabe 1 = 4| « BN m » *Aufgabe 1 —

"
0.0015 0,0001 0.0015 i 0.1 1

ro(y)-20000 sinlx)+sin(10000 x) p(s) 20000 sinlx)+sin(10000 x) p(s) 20000 sinlx)+sin(10000 x)

10000 x 10000 x 10000 x

T 2 | s L3

B duloabe | 7 el (B 1] "-i *Aufgabe 1 < RN IR *Aufgabe 1 =
6L0 1} 0999161 " f6(0 001} 0.945598 r\
/\— 76(0.01) 0.99492 fo‘{lo"‘) e
05 6(0.001) 0.945598 limolﬂil\'l] ,
: = X =
£0.0005 0.0001 Ty fd{lo ‘*] 1.84147 m( J
6 1.99998
] i : 10
\ 10000 sin(x)+sin(10000 x) lim (ro(x) 2
16(x)= X =0 fé{ -3) "
10000 x . I| 10 : Il

Aufgabe7  Grenzwerte

Der Grenzwert limsi n2 existiert nicht, Versuche mit dem TI-Nspire™ CX CAS heraus zu finden,
X—> X

was an der Stelle x = 0 wirklich geschieht.

Losung7  Dasist ebenfalls ein klassisches Grenzwertproblem. Sobald x — O geht, beginnt die
Funktion immer rascher zu oszillieren. Mit dem TI-Nspire™ CX CAS kann man das zumindest eini-
germal3en illustrieren.

*Aufgabe 1 =

1‘: i H Akti?nen = 1: Fenstereinstellungen ...
012: Ansicht | e s
# 3: Graph-Ei J® 3 VergroBern

'Hr-. 4 Fenster/Z{ © 4: Verkleinern

a\_-.ﬁ 5 Spur = 5: Zoom-Standard

= 6: Graphand; . 6 1 Quadrant

£17: Tabelle |43 7. 700m-Benutzerdefiniert
+ 8: Geometry| 45 8: Zoom-Trigonometrie

i1i 9: Einstellun [& 9: Zoom~Statistik

f\J A: Zoom-Anpassung

Zuerst testen wir, ob es dawirklich keinen Grenzwert gibt.

Der Graph im Standardfenster ist nicht sehr aufschlussreich. Mit der Option 2:Zoom-Rahmen kon-
nen wir uns Schritt flr Schritt ins Zentrum des Geschehens hinein versetzen und sehen tatséchlich,
dass der Graph immer wilder nach oben und unten ausschléagt.

©2014 T° Europe 10



F’L\}“sin(i) = FL\}“sin(i)
Jo? T e | 2 Ecke?

In der rechten Abbildung sehen wir, wie sich der Graph bei
weiterer Anndherung an die Stelle x = 0 entwickelt.

Aufgabe8 Folgen
Erstelle die Graphen der Folgen u, = 2n—1 und v, = 0,9-v,, 4y mit v; = 40.

Ldosung8  Diegrafische Darstellung von Folgen geschieht so, dass wir zuerst die Eingabe fir den

Graph auf die Eingabe einer Folge tiber > 3.Graph-Eingabe/Bearbeitung > 6:Folge > 1:Folge
umstellen.

k 1: Aktionen 3
5 2: Ansicht ] »

u1ln)=2n-1 100 y XMin; | 1 .-".l

#}:3: Graph=Eingal{ /- 1: Funktion @ {aangiwerds)= = ik o
1F 4: Fenster/Zoom{ € 2: Gleichung » 17299 nstep=1 o ]

A 3 Parametisch -skas
\ 6: Graph analysi|s% 4: Polar i YMin: [30 i

k= 5! Streudiagramm - L :

W 12 6: Folge > A =21
|5 7; Differentialgleichung 19 Y=Skala: | Automatisch |
: A

Bl

12 e

OK[ lm:mucn:
-1.07 -1.07 -30 -

A A
103y u2ln)=0.9 u2ln-1) 103y
) ..-‘. O { ) _!{ } Sy A ul(ﬂ')'E' n=1 ..-‘.
...,- Anfangswertle) =40 = ; ...,-
o 12n<99 nstep=1 o
.l‘.'. .l‘.' 3 3 -‘.'.
- - i 1ab
.,."' ulln)=2-n-1 .,o“' ulln)=2-n-1 u2 Anfangsbem.n.g‘gng 1 @
.o'... .o'... B .o'...
- Lot k - Lot k - “ee S u2(r)=0.90- u2(r-1)
10 '-'..l‘. % 10 '-'..l‘. % 10 '-'...‘. "uo..“._ "
]2 50 | [2]2 50 | 32 50

Wenn wir keinen Anfangswert angeben, wird der Anfangswert 1 angenommen. Ein abweichender
Anfangswert wird durch einen griinen Punkt ausgezeichnet.
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Aufgabe9  System von Ungleichungen
y+X(x-3)<0

L 6se grafisch das Ungleichungssystem { 5
y>x -2

Lésung9  Daskdnnen wir mit dem TI-Nspire™ CX CAS sehr einfach erledigen. Zuerst milssen
die Ungleichungen in die Formy <, <, > oder > f(x) gebracht werden. Im Grafikfenster werden wir in
der Eingabezeile im vorliegenden Text "f8(x) =" das Gleichheitszei chen |6schen, dann 6ffnet sich ein
Fenster mit allen Relationszeichen. Wir wéahlen das geeignete Zeichen und schreiben die Ungleichung
fertig hin. Das ergibt eine nach unten getffnete Parabelfléche

r4.92) 2 48.08 r4.92) 2 48.08

B.02 B.02 -6.67, k

Anschlief3end geben wir auf die gleiche Weise die zweite Ungleichung ein und erhalten eine weitere
Parabelflache. Die Bereiche konnen in verschiedenen Farben gefillt werden.

1 mm » *Aufgabe 1 —

-6.67 -6.67 -6.67)

Fir das letzte Bild wurden die Relationszeichen auf < und > gedndert. Damit gehtren die Bereichs-
rénder zum LGsungsbereich. VVorher waren die Bereichsrénder punktiert eingezeichnet. Wie wir sehen
lasst sich die Farbe der Bereiche und deren Rander unabhangig von einander éndern.

©2014 T° Europe 12



3  Etwas schwierigere Aufgaben

3.1 Standardaufgaben

Aufgabe 10 Gerade und ungerade Funktionen
Die folgende Behauptung sagt, dass sich jede Funktion als Summe aus einer geraden und einer unge-
raden Funktion darstellen | &sst.

Behauptung 1. S f:R — R eine beliebige Funktion und

FO)—- (=X

f,(0)= f(x) +2f (-x) .

sowie f, (X)=

dann ist fy gerade und f, ungerade und f (x) = f,(x) + f,(X).

Beweise diese Behauptung. Verifiziere die Behauptung mit einigen Polynomen. Woher stammen die
Bezeichnungen ,,gerade” und ,,ungerade” ? Was geschieht, wenn f selbst eine gerade oder eine ungera-
de Funktion ist? Setze TI-Nspire™ CX CAS dazu ein, um firr eine beliebige — vielleicht recht , exoti-

sche* — Funktion f f; und f, zu erzeugen und graphisch darzustellen. Fur f(x) =e* ist f (x) =coshx

und f,(x)=sinhx. Uberzeuge dich davon in Aufgabe 11.

Losung 10 Der Beweis der Behauptung ist eine einfache Verifizierung. Wenn man aber die Be-
hauptung formuliert wie folgt, ist der Beweis ausfuhrlicher und fihrt dann automatisch zu den oben
angefihrten Formeln.

Behauptung 2: Jede Funktion ist die Summe von einer geraden und einer ungeraden Funktion.
Beweis: Esgilt, dass f(x) = f,(x) + f,(x), wobei f; gerade und f, ungerade ist. Dann erhalten wir:

£ = f, () + f,(%)
{f(—x) =f, () - f,(x)

Wenn wir dieses Gleichungssystem nach fy und f, aufl6sen, erhalten wir die oben angefthrten For-
meln.

Wenn f(x) ein Polynom ist, dann wird fg von allen Termen geraden Grades und f, von allen Termen
ungeraden Grades gebildet. Wenn f selbst eine gerade Funktion ist, dann gilt fy(x) = f(x) und f,(x) = 0.
Der gleiche Schluss wird gezogen, wenn f eine ungerade Funktion ist.

Aufgabe 11 Die Behauptung l&sst sich mit TI-Nspire™ CX CAS sehr leicht illustrieren:

7 4 2
Wirwshlen  a) ein Polynom f(x):x——3i+x3—x——3
10 5 4
H 2 —X
b)  einewillkirliche Funktion f(x)= 230X =X +€
X +1
C) die Exponentialfunktion f(x)=¢"
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Ldsung 11 Die Bildschirme sollen fir sich sprechen.

mm RN P *Aufgabe 1 —

i 2
f(x} -x—hiﬂ: m—
10 5
0 L1
ﬁ&)_ﬂr}:}( Jl‘}

] B 1201321 DERNETCERRS
| Z

Fertig =

el)
Fertig

ﬁ:(x)
Fertig

Ik

£1(c): =) 7200) e () 7300} =)

{12 %45 x2460)
20

BN EEEREERY ‘Avioabe ! =
~

5417y

05t

ek [24_‘10) [3s
£3(x)=fulx)

10

Fertig

noe) 43

/ "\rz{\.-]--fg(n_-J '
".".59E \

\

*Aufgabe 1 =

) 3-sin(2: x)x2+e™

Fertig =)

x241
filx) Xl B A )
2 'l.’ +l
ﬁ.r(x} -xk(ﬁ e* sin 2 x)— 2 x+1) I
2 (24)
m' *Aufgabe 1 — a[]]
2 (x2+1) A
Ax)=e™ Fertig
felx) cosh(x)
fulx) sinhlx)
el +7(x) - I
A

f1(x)=tlx)

£2(x)=felx)
—~ x

377 V
£3(x)=tulx)

297

~

b

1321 )22

1424y F
r2(x)=rz(x) " /
J{ I " £3(x)=tulx)
”-rlfl(,r)=f[r) 05 -10;
3
293 |

Das letzte Beispiel nehmen wir zum Anlass, um tber die hyperbolischen Funktionen sinh(x) und
cosh(x) zu sprechen. Wenn auch manchmal diese Funktionen a's ,,von weit hergeholt* bezeichnet
werden, haben sie doch viele Anwendungen, wie z.B. in der Physik (Kettenlinie zur Beschreibung von
durchhangenden Ketten und Seilen) oder auch in der Architektur (Bauten von Gaudi).

Zusatzaufgabe: Berechne j: cosh(x) — sinh(x) dx und erzeuge eine zugehdrige graphische Darstel-

lung. In diesem Fall ist die héndische Berechnung interessanter als der Einsatz des CAS.

fel)+puls)

0

J °‘E_c:osh (x)-sinh f,x])d\
coshl(x)-sinh(x)

*Aufgabe 1 =

sinhlx) 7|

©2014 T? Europe
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Zusatzaufgabe: Fuhre eine Funktionsdiskussion fur sech(x) =

) durch. Auch hier ist die

Durchftihrung mit Papier und Bleistift interessanter als mit dem Einsatz des Rechners.

cosh(x) solve d—i{secht\')FO,\')
= et dx=
~(sech)) Lﬁﬂ - culls o wwalizad)
(eg-x+ l) solve d—_)(sech(xn'o-'f) @ x
p = ax J sech[x] dx
soive(;(seCh(X}FU,X) z x=n(/2 ~1) or x=In(|[2 +1) ==
¥ [ X | x i

mm el b *Aufgabe 1 —

206 Ty
£5(x)=sech(x)
(-0.88,071) —~[Punkt (Wendepunkt) @b
_"'

o
e -~ -‘\-""‘--\.

s o24(088,071) T—nr__

=t — - g e

254 05 2.96

-1.34

Aufgabe 12 Tangenten
Finde die Tangente an den Graph vony = sin x an der Stelle a=Z. Stelle den Graph gemeinsam mit

der Tangente mit TI-Nspire™ CX CAS dar.

Ldsung 12 Alsersteswollen wir die Losung im Rechenfenster bestimmen.

Ax): =sin(x):a: ﬂ--z' NE ]
Summe V"'g'{?{a'}) (""‘a}"‘f(a)
d Produkt da
L'=;{}{an (e-a)+Aa) Funktionsminimum ¥=0.707107 x+0.151746
Funktionsmaximum
\lz_ (4 x=n+4) : ungenthine(}(ﬂckx,a} J_.T X (n—‘l}-‘h_
A 8 Mormale 2 8

A [v] = Assistenten aktiv

; - tzngentl..ine{f(x),x.ﬂ)
tangentLine(Ausdr, Var, Wert) &

- 0.707107 x+0.151746 <

J"fla'[}{ﬂ'))‘ (x-a)+ra)

Zuerst wenden wir die bekannte Tangentengleichung an: y—y(a) = f'(a)-(x—a) . Im Katalog unter

den Funktionen zur Analysis finden wir ein geeignetes Werkzeug zur direkten Berechnung der Tan-
gente. Die Gleichung wird in beiden Fallen exakt — aber interessanterweise in unterschiedlicher Form
— ausgegeben. Die numerische Approximation zeigt die Identitét der beiden Terme.

Nun zur grafischen Vorgangswei se:

Wir zeichnen den Graph und legen dann Uber > 8:Geometry > 1:Punkte & Geraden > 2:Punkt
auf einen beliebigen Punkt auf der Sinudlinie fest. Nach einem Doppelklick auf die x-Koordinate des

Punkts kann der Wert auf % gedndert werden, worauf dieser Punkt sofort den gewtinschten Platz am
Graph einnimmt.
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EBEER)> ‘Avioobe) = 1 k 1: Aktionen 3 k 1: Aktionen 3
31 2: Ansicht » 31 2: Ansicht »
}3: Graph-Eingabe/Bearbeitung » i 1 Punkt arbeitung »
1% 4: Fenster/Zoom » B »
\-fg é‘::rh et r Zx 3: Schnittpunkt(e) :
1 b= |
N PN /-\};ﬂ 25 . Tabzil < — &; Gerade N
His_” i R 1 . & = ~ 5: Strecke 1: Punkte & Geraden »
«~8; Geo )2 : :
Al = . metry () 2: Formen M |.-6: Halbgerade 2: Formen »
114 8: Einstellungen . | &, 3: Messung Ml |17: Tangente L 3: Messung »
A 4 Konstruktion M |—=8: Vektor - 4: Konstruktion »
-6.67 -6+ 5! Abbildung Bl |9 Kreisbogen S: Abbildung »
& 1: Aktionen
[ 2: Ansicht
7 1: Punkt
- 2: Punkt auf
(-247,0 917) f1{x)=sin(x) lua,0 0?[] f1{x)=sin(x) - 3: Schnittpunki(e) !
. o & R o |- 4: Gerade P oot
10 1 10y [10 1 10 -5 Strecke 1: Punkte & Geraden b
< — 6: Halbgerade 2: Formen »
o gente 3: Messung 4
-~ 8: Vektor -4 Konstruktion »
667 6.67 {™9: Kreisbogen S: Abbildung 4

Unter 1:Punkte & Geraden finden wir die Option 7: Tangente. Wir flihren den Cursor zum Punkt
und wenn der Cursor dann zu einem kleinen Handchen wird, das zum Punkt weist wird nach einem
die Tangente mit zwei Pfeilspitzen eingezeichnet. Die Pfeilspitzen lassen sich in beide Richtun-
gen verléngern.

Zur—allerdings nur gerundeten numerischen — Tangentengleichung gelangen wir, indem wir Uber
> 1:Aktionen > 8:Koordinaten/Gleichungen anschlief3end die Tangente ansteuern bis die Glei-
chung gezeigt wird, die dann mit fixiert wird.

k 1: Aktionen| & 1: Zeiger

5 2: Ansicht |%E 2: Auswahlen »
3: Graph-£|® 3: Ausblenden/anzeigen

I,,n' 4: Fenster/d=7: 4: Attribute 5 vrz—
i\, S: Spur 1= 5: Bedingungen festlegen ("; —)

4’ W+
vi6: Gr :

N AN s | I ? Graph ar€2 6: Alles loschen \ A~ 1 P e

7 3 i [E7: Tabelle |w1 7 Text Hin_" 175 g L |
PN e 2: Koordinate[YGleichungen ()=sin(+)
i1} 9: Einstellufe«h9: Berechnen hiFhestiah e LT
a2 A:MNeu definieren : z
* B: Schieberegler einfugen

£1(x)=sin(x)

-6.67 -6.67

Aufgabe 13 Tangenten — Irrationale Zahlen

Wir wissen, dass sich irrationale Zahlen nicht in Bruchform darstellen lassen. Man kann sie allerdings
durch einen Bruch approximieren. Heute ist das kein Problem, da Rechenmaschinen wie TI-Nspire™
CX CAS mit irrationalen Zahlen exakt umgehen kénnen. Frither war das ein echtes Problem. Eine
Maoglichkeit, irrationale Zahlen ndherungswei se durch rationale zu ersetzen war es, die Nullstelle der

Tangente an eine geeignete Kurve zu berechnen. Suche einen Naherungswert fir V2 mithilfe der
Tangente an den Graph von y = x* —2 an der Stelle x = 2. Mit dieser Methode l&sst sich die n-te Wur-
zel jeder natUrlichen Zahl ndherungsweise finden. Versuch das doch einmal!

Losung13  DieNullstellenvon f(x)=x*—2 sind —/2 und /2. Die erste Ableitung ist
f'(X) = 2x. Die algemeine Tangentengleichung an den Graph von f and der Stelle x = a ist gegeben
durch (siehe auch Aufgabe 11) y= f'(a)-(x—a) + f (a), wasin unserem Fall zur Tangentengleichung
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y =4x—6 fihrt. Ihr Schnittpunkt mit der x-Achse ist ein Naherungswert fur V2~ 2. Daswollen wir

nun mit dem TI-Nspire™ CX CAS sehen lassen. (Einige Tétigkeiten wurden bereits in Aufgabe 11
erklart und durchgefiihrt.)

22§31 )32

f2 {\'} =x 2_ 2]

\ 1 \ 1
\ [ / \ [
\\ [ (2,2) » \\ [ (2:2.)
\ I \ [ y=dx-6 K
9.5 X 1Y 0.5 X 1Y 0.5 )I X
6.18 0.5 667 6.18 0.5 667 6.18 0.5 667
\/fl(l‘_]—\"u.': [\ \/ﬂ(r_}—\"u. \/ﬂ(r_}—\"u.
=299 | =299 =299

Die Tangente wird verlangert und Gber Gber > 8:Geometry u.s.w. mit der x-Achse zum Schnitt
gebracht. Anschlief3end werden die Koordinaten des so ermittelten Punkts gesucht.

& 1: Aktionen 3 & 11: Aktionen| & 1: Zeiger ’i 22 l 31 [3.2
(5 2: Ansicht » [812: Ansicht 2: Auswahlen » 3.05 %,

y arbeitung » #3: Graph-* 3: Ausblenden/anzeigen

o 3 1% 4: Fenster |==4: Attribute
- 2: Punkt auf » fT5 spur  |® 5 Bedingungen festlegen
] D i\ 2. op \

- e p2) it 6: Graph ar/€6: Alles l6schen \
~&: Gerade £ ;

- S: Strecke 1: Punkte & Geradenip] |- /: Tabelle |i1 7: Text \ 0.2 (150.0) %
’ 6: Halbgerade 2: Formen A SR P i 5 K gardinaten/Gleichungen 213 \ ¥ T 468 ]
1'{?: Tangente b 3: Messung p] [LS: Einstelly i85 Dareciven

; ! 12 A:Meu definieren 8.

. | A ; £2()=x2=2
r’:g Ee“_“’; ; EE:T:UM'OH : #: B: Schieberegler einfugen T (e)=x

. Kreisbogen : ildung Al -2 31 [N

Der erste Naherungswert ist daher 1,5. Esist nun leicht, den VVorgang zu wiederholen, indem man
anstelle von a = 2 den gewonnenen Naherungswert a = 1,5 verwendet. Esist nur der Wert 2 im Koor-
dinatenpaar des Ausgangspunkts zu Uberschreiben.

\ YRKes \ y=2 82x—4.01

\ (15,028 X . (1.4167,0 0070)

\ 0.2 (142,0) ; \ 0.2 (14142,0) ;

= X = X

212 0.2 48] 212\ 0.2 468

L3
fz('\.'_]—\"“. fz('\.'_]—\"“.
-2 31— -2 31—

1.19

Damit ist ein besserer Ndherungswert mit 1,42 gefunden worden. Sobald man diese M ethode automa-
tisiert und weitere Schritte durchfiihrt (iterativ vorgeht), spricht man von der newtonschen Néherungs-
methode zur numerischen Losung von Gleichungen (siehe auch spéter die entsprechende Aufgabe 37).
Ich habe Uber > 9:Einstellungen die Ausgabe auf 4 Dezimalstellen erhéht und eine weitere Ap-

proximation durchgeftihrt. Damit erreiche ich den bekannten Naherungswert fr J2~1,4142.

©2014 T? Europe
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Aufgabe 14 Kurventangente und Kurvennormale

X-(X+2)-(x-3)
2
vennormale an der Stelle x = 1. Fiihre ihre Berechnung durch und verwende dazu die von T1-Nspire™

CX CAS bereitgestellten Werkzeuge.

Erzeuge den Graph der Funktion y =

gemeinsam mit der Kurventangente und Kur-

Ldsung 14 Die Tangente wird ermittelt wiein Aufgabe 12. Fiir die Kurvennormale gilt, dassihr

Anstieg (die Steigung) an der Stelle x = a gegeben ist mit —%. Beachte, dassim Zeichenfenster
a

auf beiden Achsen die gleiche Skalierung eingestellt ist (e > 4:Fenster > 5:Zoom-Standard).

~ *Micht gespeicheres — {:-m {BEN » — S X ) { *Micht gespeicheres — {:-m
: 2) [x-2 iy 2 & 6.67 Ty
f1x): ...M Fertig - 1 . (t—g}-'-ﬂ (a}la.. 1 |
2 di{ff{a)} r.’(\']=wng+nrl.m-?- fl(\'),.\'.l) x (e+2): (c-3)
i 3 ’ f\ é )= terd) b2l
2x 1 \ 2
20x): -l:angenti..ine(ﬂtx’},t, l) Fertig y= s ¢ Bl o y ; ! — 1%
72x) Sx 1 #3(x): =normall.ine[ﬁ[‘r];c_ 1) Fertig | > e
2 3 ~
r3lx) 2x 17 N .
A et I'j(r]=no:'n'.-3IE_.i1;+[fl['rJ,'l'.'i]
= 5 5 & il 6677  \

Aufgabe 15 Die Ableitung

Stelle mit TI-Nspire™ CX CAS den Graph einer Funktion gemeinsam mit dem Graph ihrer ersten
Ableitung dar. Zeige, dass die Extremwerte der Funktion an den Nullstellen mit ungerader Vielfach-
heit der Ableitung liegen und dass ein alfélliger Wendepunkt der Funktion an einer Extremstelle der
Ableitung liegt. Eine schiefe Asymptote der Funktion gehort zu einer waagrechten Asymptote der
Ableitung.

Zusatzaufgabe Untersuche den Zusammenhang zwischen der Naherungskurve der Funktion und
der Naherungskurve der Ableitung fur eine rational gebrochene Funktion

Losung 15  Wir demonstrieren dies an den folgenden Funktionen:

X-(X+2)-(x-3 x—3)%(x+1
2 20
3x* -8 3x*-x-5
c) f(x) = d) f()=——"—
2X 2x+1
a)
{ \ k 1: Aktionen 3
= 3 2: Ansicht »
f1ls): --&%—(ﬂ Suis #k 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung »
. o % oo AR
f;{_‘_}. __(),_,[‘.)) & '.‘-.-" 6: Graph| ,.._,. 2 Minimum
dx 55 7. Tabel & 3: Maximum
o 2x 4: Schnittpunkt
2 35 oy &0 Geonvac o Wendepunkt
2 K {1l 9: Einste|£t. 6: dy/dx i
116X befle, 7: Integral 116X (x+2)- (x-3) r
a © 8: Analyse von Kegelschnitten M| | 2 | 667

Nullstellen, Extremwerte und Wendpunkte finden wir Gber Graph Analysieren. Die Verbindungs-
strecken zwischen den Punkten werden im in der Option 8:Geometry > 1:Punkte & Geraden
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erzeugt. Uber die Attribute konnen die senkrechten Strecken (Ordnerlinien) punktiert dargestellt wer-
den.

b)

d)

g

) 3 (4343 x243)
(2:x+1)?

int{£7(x)) &

2
) 30X x5
L) = m—
Bezeichnung
yice

Die Gleichungen der Naherungskurven sind der ganzzahlige Teil der ausgefihrten Division
Zahlerterm durch Nennerterm. Mit der int-Funktion kdnnen wir diese Division durch Tl-
Nspire™ CX CAS durchfiihren lassen.

int(g2(x)) !
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Wir erkennen, dass die Naherungskurve der Ableitungsfunktion offensichtlich die Ableitung der N&
herungskurve der Ausgangsfunktion ist. Alle anderen Eigenschaften sind durch tbereinander liegende
Punktepaare dargestellt. Fihre die Polynomdivision auch ohne CAS durch!

Aufgabe 16 Winkelfunktionen

Esist eine schone Ubung, den Einheitskreis gemeinsam mit einer oder mehreren Winkelfunktionen
grafisch darzustellen. Verwende dazu die Parameterdarstellungen um die Graphen von (cos(t), sin(t))
und (t, cos(t)) bzw. (t, sin(t)) zu erzeugen.

Ldsung 16  Wir zeigen zuerst die Sinusfunktion.

g 212231 DR EREE ] B 212203 RO ] (B 21 ] 2231 [EREEIEMERT
x1(0)=cos(r) s x2(r)=t " 23 et coslu) } n =18
) o [ ] m—
{y[(!}=sln{r] ’_'_'_' 2= y2(e)=sine) ’_'_'_' 2= Es1 y1{sinlu) } P DL
0<¢<6.28 fstep=0.06 w AR 02£26 28 step=0.13 -

/‘X’_“\ /' /X’_“\
0.2 < X 0.2 X 0.2 < X
255 2 \ < 745 255 2 7.45 255 2 \ < 745

&-X \\"-—-"// &./ \N/ &./ \\"._."//

-2.83 -2.83 -2.83

Besonders eindrucksvoll wird die Grafik, wenn wir sie mit einem Schieberegler verbinden, der einen
Punkt auf dem Kreis bewegt.

k 1: Aktionen
I3 2: Ansicht
* 1: Punkt

— 2. Punkt auf >

2 3 Schnittpunkt(e) >

— 4. Gerade |
q 1: Punkte & Geraden M
— 6: Halbgerade /2 Formen »
w4 7: Tangente > 31 Messung »
- 8: Vektor - 4: Konstruktion »
(™9 Kreishogen S: Abbildung b

Uber das Geometry-Menii kénnen wir noch die passenden Strecken eintragen. AbschlielRend |&sst
sich der Schieberegler noch minimieren und schliefdlich auch animieren und wir kénnen sehr schon
beobachten, wie die Sinusschwingung entsteht. (Zur Animation siehe Abschnitt 5.2)

1:Verschieben
2:Einstellungen...
3:Maximieren
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Aufgabe 17 Die Umkehrfunktion

Erzeuge den Graph einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion, wiez.B.y=x*und y = Jx oder
y=cosx und y=arccosx. Trage auch den Graph der 1. Mediane (Symmetrale des 1. und 3. Quad-

ranten) ein. Wie liegen die Graphen bezliglich der Mediane? Das gilt allerdings nur fir einen Teil des

Graphs. Versuche die Méglichkeiten von > 8:Geometry, um den Graph der Funktion vollstandig
zu spiegeln. Damit erhdltst du den Graph der Umkehrrelation. Ist das auch der Graph einer Funktion?
Kannst du nun einsehen, warum man fur die inverse Funktion (= Umkehrfunktion) Wertebereich und

Bildbereich angeben muss?

Der Graph der Umkehrfunktion (Umkehrrelation) kann leicht Uber die Parameterdarstellung gewonnen
werden. Zeige dies an zwei selbst gewéhlten Beispielen.

Ldsung 17  Erzeuge die Graphen wie beschrieben.

3 c

1.97 ¥4 r
66 " Graphf2

T

T lo2

)
-
5]
4
4
T
wl
s ad

-1.37

Wenn wir die Ausgangsfunktion (blau) an der Winkelhal bierenden spiegeln wollen, missen wir das
Geometriewerkzeug wahlen —und hier kénnen wir nicht Uber die as Gleichung definierte Gerade
arbeiten, sondern miissen die Mediane als eine mit zwei Punkten konstruierte Gerade erzeugen.

43y 3798y
5 ; e
: . e : 2.2)
: (2.2 : re
- - E A

" 3 H4.65 02 535
4.65 i )2 535 e
(-2 &

—t¥ ‘(,, ) \
- =2 9

228§ =

k 1: Aktionen k 1: Aktionen
[ 2: Ansicht [ 2: Ansicht 7948,
‘*‘TI;L;;T(‘E—"“"' arbeitung » k3 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung ¥
B M 1 |4 Fenster/Zoom L = ; ‘{ ]
> 3: Schnittpulikt(e) vp) dVS Spiy . ») /o2

b \t 6: Graph analysieren 3 ;
~4&: Gerade 56 . Tabhall E 1 v
~— 5 Strecke 1: Punkte & Geraden B | .- 1: punktsymmetrie Punkte & Geraden b e B 3 4 ";.'3';
— 6: Halbgerade 2: Formen ld BRY 2 Achsenspiegelur EELUED L4 e ;
+47: Tangente b 3. Messung M |7 3: Verschiebun Messung 13 E . A
~8: Vektor - 4. Konstruktion M |.= 4: Drehung Konstruktion » .{ ) :
(™9 Kreisbogen k5. Abbildung b [£~5: Streckung Abbildung 3 "\t

Leider kdnnen wir den Graph der Funktion nicht als Objekt spiegeln. Aber wir kénnen uns eines ein-
fachen Tricks bedienen: wir spiegeln erst einen beliebigen Punkt der Kurve an der Mediane und dann
lassen wir uns die Ortslinie dieses Punktes konstruieren, die entsteht, wenn sich der erst gewahlte

langs der Parabel bewegt. Im Geometry-Ment finden wir 4:Konstruktion > 6:Geometrischer Ort.
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k 1: Aktionen 3 11 1.1

[ 2: Ansicht » hud] 379 Ay 379 &y

#} 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung » i Punkt auf

A 1: Senkrechte : e e ~

= 2: Parallele

A 30 Mittelsenkrechte '_ y

£~ 4: Winkelhalbierende  [Punkte & Geraden b 2 1 X 1] 1 s
.+* S Mittelpunkt Formen 3 N a8 ot W L R Ortskurue‘ 4
Wi6: Geometrischer Opt (ST 3 g

0 7: Zirkel onstruktion » ' i ,"'

- 8: MaRubertragung [Abbildung 3 2288 g8

Die Gleichung der Umkehrfunktion (-relation) erh&lt man, indem man x und y vertauscht und die so
entstandene Gleichung nach y aufl6st. x- und y-Werte vertauscht man ganz leicht in der Parameterdar-

stellung . Aus (x = t, y = t%) wird dann eben (x = t?, y = t).

k 1: Aktionen 3
5 2: Ansicht b ” 379 ¢y
13! Graph-Eingall |- 1: Funktion O ";;}tr - fe1()
1 4: Fenster/Zoom{ & 2: Gleichung » JI’i (i o0dl ik lv1(:)=t P
(%, 5: Spur N Parametrisch e b e . ! g
\k 6: Graph analysij=f 4™ Polar \ e
4 7: Tabelle k= 5: Streudiagramm Pt 4 r b
oA 8; Geometry Emﬁ Folge 4 Bt 75 Kl e Pa?}:rﬁclrischer Graph x;"ﬁ;
{14 9: Einstellungen b= 7: leferentlal;llelchung . :
,-‘/ -~ ,"‘
-2.88 -2.88 By

Wir wiederholen diese Prozedur mit f(X) = cos x
Uber die Ortdlinie oder Uber die Parameterdarstel-
lung.

Sehr deutlich ist der Unterschied zwischen der
Umkehrfunktion arccos(x) = cos™(x) und der

Umkehrrel ation zu erkennen. I wilbican
xl(s)—cos() T )
Esfolgen zwei weitere Beispiele: {}'1(!)=;
-6.67 T
m[| P *Aufgl7_19 <

“6.67 T

Im letzten Beispiel gibt es eine Umkehrfunktion. Ihre Gleichung kannst du sicher auch ohne CAS
ermitteln.

Aufgabe 18 Folgen —das Modell von Verhulst
Erstelle den Graph zur Folge u, =a-u,_, -(1-u,_ ) mit u; = 0,2 fir verschiedene Werte von a mit

0 < a< 4. Erzeuge auch die zugehdrigen Spinnwebdiagramme.
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Lésung 18  Dierekursiv definierte Folge u, =a-u, , -(1-u, ) istin der Biologie als Verhulst-
Modell bekannt. Ihr Konvergenzverhalten andert sich fir verschiedene Werte von a vollstandig. Dazu
gibt esviel Literatur —auch im Internet zu finden.

Um die Abhangigkeit vom Parameter a zu zeigen verwenden wir einen Schieberegler, der Uber

> 1:Aktionen > B:Schieberegler einfigen in einem Grafikfenster eingerichtet wird. Sowohl die
Grenzen fur den Parameter al's auch die Schrittweite konnen festgelegt werden. Die Parameterwerte
werden dann durch die Bewegung des Schiebereglers verandert.

vl =5 b Vanable | 5 | =
0“!_-—’_—11 3 1 Anfangswert [2s ]
k 2 Minimum | o |
Z:Animiert : )
: X 4:Entfernen o |, Jaebssnn]s Il
Stil| Horizontal =
jauﬁnbluch:
6.67 6.67 - - -
k 1: Aktionen » [ 13 [14 ] 27 DERCVEIPARERS
[ 2: Ansicht » m
| ! < - u}'(n}-a' u!{n~l}{l—uf{n—1-‘- XMin: |_~|
#t:3: Graph-Eingalj /- 1: Funktion O { anfangswertle):=0.2 — )
A =4 i ¢ = XMax: |sp
T 4: Fenster/Zoom'© 2: Gleichung » 151599 nstap=1 X [0
/1, 5: Spur /v 3: Parametrisch X-Skala: I Automatisch |
\et 6: Graph analysi ﬁzi: Polar 1 . Wini[-02 R e,
B 7: Tabells = 5: Streudiagramm 10 1 w0l o T ) (1
YMax: 1)\l
gl 2 6: Folge 3 ]
il =2 18 7: Differentialgleichung a =25 a 4 Y-Skala: | automatisch |
1 - | = ! | -'- (s o | P
4 _s_OI(I ;Ahbluch
-6 67 -6 67 fadls

[ 13 ]14 |21 [ERPRERS [ 13 ]14 |21 [ERPRERS

¥ ¥

a =206 a =342

% k %

] 4 ] 4 ] 4

.
k - esabptadsnnr e e e EERES

X
50

B

SEERB NI SIRR RN N

50

R I I I U I
.

LB B B B B B B - s
L] . " .
. . . .
. . - . . .
. a8 a8 8BS REENEDN . - - .
s . * - - -
L L B L L L L L - e . - - - L i
s - ; ¥ 5 g - v
lo 1 - - .
0.1 " B . Ut sl P
r2.11 105.47 r2.11 105.47

Die Umstellung zur Darstellung al's Spinnwebdiagramm (Cobweb Diagram) erfolgt Uber die Attribute.
Diese Diagramme zeigen auf andere Art die Attraktoren der Folge abhéngig vom Parameter a —bis
eine chaotische Entwicklung eintritt. Wir erkennen zuerst einen, dann zwei und vier Attraktoren und

dann wird’'s,,chaotisch”.
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i «1 T -~ 1\ "r

4=
@2 Webdusrann

F2.21

x
110.33

038y 068 Ty
[ =1.0 i =
X /
5 I Text fab
0.02 o [99 izt
05 153] Fo2dor =1y

r0.18

131421

105§y
- < > a =342
k
0.05 J/ \ 5
-ozlf,:o.l \ 1.75

Der Schieberegler kann animiert werden, wie im Abschnitt 5.2. nochmals genauer erlautert wird.

Naturlich |8sst sich auch der Startwert u; variieren. Hier sind drei Bilder fir den Anfangswert 0,5:

1.75%

|

(01

1.75%
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3.2 Weitere Koordinatensysteme

Polar koordinaten

In der Schulmathematik nimmt das kartesische K oordinatensystem eine zentrale Rolle ein. Das liegt
wohl auch daran, dassin der Analysis vor allem Funktionen der Formy = f(x) behandelt werden. In
den Naturwissenschaften (und auch in der Mathematik) kommen aber auch einige andere Koordina-
tensysteme vor.

Die Polarkoordinaten haben eine geometrische I nterpretation, die geeignet ist, im Zusammenhang mit
der trigonometrischen Form der komplexen Zahlen behandelt zu werden. Jeder Punkt A in der Zahlen-
ebene kann festgel egt werden durch seine Koordinaten (x, y) in einem kartesischen (rechtwinkligen)

K oordinatensystem oder durch seinen Abstand r vom Koordinatenursprung gemeinsam mit dem Win-

kel 6, den der Strahl OA mit der positiven x-Achse einschlief}.

Der Winkel 8 kannin den Intervallen [0, 27, |-z, ] oder auchin R liegen, In diesem Zusammenhang

|assen sich auch Funktionen behandeln:

kartesisch polar

(x,y) (r, 6)
y=f(x) | r=10)

Die Transformation von kartesi schen zu Polarkoordinaten erfolgt mittels der wohl bekannten Formeln:
X=rcosd
y=rsinéd

In den Wissenschaften kommit es oft vor, dass eine Kurve nicht in kartesischer Form y = f(x) sondern
in Polarform r = f(6) vorliegt. Auch in diesem Fall kann TI-Nspire™ CX CAS helfen.

Aufgabe 19 DieKardioide
Erzeuge den Graph von r = 2(1+ cos #). Warum wird diese Kurve Kardioide genannt? Hast du diese
Kurve schon irgend wo beobachten kénnen?

Ldsung 19 Verwendeim Grafikfenster > 3:Graph-Eingabe/Bearbeitung > 4:Polar um die
Funktionsvorschrift einzugeben.
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#3: Graph=Eingal} ‘- 1: Funktion

0 {H(e]=z(1+co;:

0=8=6.28 dsref]

=}

k 1: Aktionen » mn» *Aufgl7_19 < 1R mn» *Aufgl7_19 <
[ 2: Ansicht 3
r1()=2: (1+cosle))

0=8<6.28 fstep=0.13

I 4: Fenster/Zoom{$ 2: Gleichung
/1, 5: Spur A 3: Parametrisch
\dt 6: Graph analysi|<& EREE 1
1 ! L 5: Streudiagramm mb—am'.«-v. gt P — ‘;.‘\]J mb—a ~~~~~~ —+——+ ‘;.‘\]J
«4 8: Geometry :':Ll 6: Folge A
i1l 9: Einstellungen a7 Dirferential%;leichung
-6 67 -6 67 -6 67

Diese Kurve kannst du taglich in der Kaffee- (oder Tee-, usw.)tasse beobachten. Trink zuerst die Tasse
leer und halt sie dann in einem Abstand von ca 30 cm von einer Lichtquelle. Der Lichtschein soll Giber

den Rand der Tassein diese hinein fallen. Die Kurve, die das Licht in der Tasse erzeugt ist eine Kardi-
oide (siehe auch Aufgabe 47).

Aufgabe 20 Die Kardioide mit Schieberegler

Fuhre einen Schieberegler fur die Variable a (0 < a < 3) ein und éndere den Funktionsterm auf

r = 2(a + cos 0). Beschreibe den Einfluss von a auf die Form der Kurve. (FUr die Animation des
Schiebereglers siehe Abschnitt 5.2.)

L 6sung 20

Aufgabe 21 Die kartesische Form der Kardioide
Die kartesische Form von r = a(1+ cos 6) lautet (x* + y*)> — 2ax(x* + y*) = a’y*. Versuche, diese
Form zuerst handisch, dann mit Hilfe des CAS zu gewinnen.

Losung21  Der erste Schritt besteht darin, den Term cos 6 in der Kardiodengleichung durch cos 6
ausx =r cos f zu ersetzen. Da r =+/x* + y* substituieren wir gleichzeitig fir r
Wenn wir kein neues Problem erdffnen, missen

wir die Variable a (vom Schieberegler) erst 16-
schen mit DelVar a.

r=a {cos{&h l}

fo=p=g- { 1 +cos(&})

X }qr‘-.]xz-ryz and t?—cos“{E]
1 _ S _ 2 2 r
Wir ersetzen e_arccosr. und r =X +y°. A S e
XT4yT = g
2.2

Das Ergebnis wird durch Multiplikation mit dem
Wurzelausdruck bruchfrei gemacht.

> o 1
Ans x“+p*
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| . o | ; .
||x2+y2_ ax m)- 2.2 x¥2a b2 x? 3% w22 a
2z | (242 (5 J)
A 24y expand +}«' a: +° +x (x‘i-g-a-x?’ﬁ-}x?' e e
(el b b7 s : ¢
2n ] x“apimge x :
\’ + xSy ax, k k r‘i_‘g_a_x3+').1.2_y 2@ xp° +},-4:_02
(ar “ )) (1-31- 2 g JJ\'2+].'2 +a \-]—a- x 3 2 2 3
expand +y =g |yx~ +y +X ¥ ' : = ractor(\é—'? a x“+2 x4 y4=2-a x pe+"
e AN N e S | |
P4yP=g ‘x 2 oy g xtyt=a x4y Lr"ﬂz) 2 5. g xay? ]_02,)_2 I
ans-a' z| ansi z| z|

Wir isolieren den Wurzelterm auf der rechten Seite, um durch Quadrieren des ganzen Ausdrucks die
Wurzel zu entfernen. Damit sieht der Term ja schon recht ordentlich aus. Der Ausdruck wird ausmul-
tipliziert (Expand) und a® von beiden Seiten subtrahiert. Wenn wir nun noch faktorisieren sind wir
dem Wunschergebnis schon sehr nahe. Daher geben wir den letzten Schliff mit Handarbeit:

(X +y*))(X* —2ax+y?)=a’y’
(X + Y (X + y?) - 2ax) =a’y?
(¢ +y?)? —2ax(X* + y*) =a’y’

Das ist reine Geschmacksache, welche Form der Formel ,, schoner” ist.

Aufgabe 22 Die Kegelschnitte in Polarkoordinaten

Untersuche die Kurven, die durch die Polarform r = & gegeben sind. Welchen Einfluss auf
1+ ¢-cosé

die Kurvenform hat der Parameter ¢? (Diese Aufgabe eignet sich als Wettbewerb fir Gruppen.)

Losung 22 Die gefragten Kurven sind alle Arten von Kegel schnitten. & wird als Exzentrizitét be-
zeichnet. Fur O < & < 1 ergeben sich Ellipsen, fir & = 1 erh&lt man eine Parabel und in allen anderen
Féllen erscheint eine Hyperbel. Ein Schieberegler fir ¢ drangt sich auf.

k 1: Aktionen| &k 1: Zeiger Schiebereinstellungen

[12: Ansicht |7 2: Auswahlen » =

A 3: Graph-g® 3: Ausblenden/anzeigen Va"able[ £ :l

1 4 Fenster/] = 4: Attribute Antangswert 1 k -

T,5: Spur | S: Bedingungen festlegen Minimum | o |

\t 6: Graph ar{€ 6: Alles loschen Maximum[z |

== IDENE Il 7: Text E’_ scn;mwmta

+A 8: Geometr|s}18: Koordinaten/Gleichungen :

11l 9: Einstelluf+b 9: Berechnen St Horzonta I} =
42 A:Neu definieren " || P
ﬁ: ;OK| _gAIJbluch._

1+ cos(é) =
0=A=6 28 fstep=0 .12

{r il i | 6.67 %y

Auch hier erweist sich eine Animation des Schiebereglers als sehr informativ.
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Aufgabe 23 Blumen bluhen im Grafikfenster
Untersuche die Kurven, die durch die Polarform r =sin(a#) gegeben sind. Untersuche den Einfluss

des Parameters a< N,. Die Gleichung lasst sich noch verallgemeinern zu r =b+sin(aé).
Ldsung 23  Fur ungerade a haben die entstehenden ,, Blumen® a ,, Blitenblatter”, fir gerade Werte

von a hingegen 2a — aber nur dann, wenn b < 1. Fur b > 1 entsteht ein ,,Kern* oder es gibt verschieden
grof3e Blitenblétter. Das Experimentieren mit Schiebereglern fir a und b ist sehr reizvoll.

Variable E = {rl(&]=sin{a- 9}
Anfangswert 27_1 0=8=6.28 fsrep=0.13
Minimum :1 I
Maximum ,10—| !

o | Schrittweite | 4
Still| Horizontal I =

|OKJ jAJ:much_

Varia nle b

Anfangswert | g I

Minimum 0

Maxim um 4

Sc hnttwe:le 0 1

S| vertikal -

EOKI | Abbruch
1 |

Aufgabe 24 Polarkoordinaten und Asymptoten
Erzeuge den Graph von r(6) =1+< mit 6 €]0,+x[. Uberlege das mdgliche asymptotische Verhalten

und Uberprife dann mathematisch.

Losung 24  Wir erzeugen den Graph und beachten dabei den Definitionsbereich fir 6.

rlid
Vi W—
10 ' \ Wy : i}
o 1
rligl=1+—
i) é
0=8=20 fstep=0.1 2
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Die Schillerinnen und Schiiler werden wohl die waagrechte Asymptote y = 1 erkennen. Es gibt aber
aulzerdem noch einen ,, asymptotischen Kreis®.

Die waagrechte Asymptote wird durch die nachfolgenden Rechnungen leicht bestétigt:

I|mx_I|mrcos(9_I|m(1+ 1jc059=+oo
6-0 -0 0

limy=limrsing= Ilm[1+ 1)sm€— I|msm9+ Ilmﬂzl
6—0 6—0 2 00 @

Der ,,asymptotische Kreis* ergibt sich aus dem | 313 R ,

Umstand, dass sich der Punkt (r, ) fiir  — oo - ((1+ i ) cos(ﬁ)) undef *

um den Koordinatenursprung dreht. Man kann gl

den Grenzwert berechnen: . ((1+ 1 ) am(ﬂ)) 1

lim
80

60 O—w 9 lim

Iimr:lim1+1:1. ( 1) 1
14—
g

k 1: Aktionen

[ 2: Ansicht
_12

A3 Graph=Eingal} - 1: Funktion .‘21 Q}l(x 0P Hy-0p=1

N1 Gerade 2 Gleichung >

% 2: Parabel  pjh. 3: Parametrisch

) alp tsfi !

D2 'Standardform a-x*+a-y +h-x+e-y+d=0 | |,

SICS: Hyperbel 2 6: Folge M |*

S 6 Kegelschnitt ) 17: Dﬂferentualgleuchung

Rl |
2 487

LAk R R A RIERER
487

k

-6.64 -3.11 -3.11

Dasieht man deutlich, dass asymptotisches Verhalten nicht an eine Gerade gebunden sein muss. (Sie-
he auch Aufgabe 14 d.) Ein weiteres Beispiel ist die Funktion f(x) = x* +i2 . Hier tritt eine Parabel
X

als Asymptote auf.

Aufgabe 25 Verschiedene Spiralen

Untersuche die Graphen vonr = # und r = €’. Was haben sie gemeinsam und worin unterscheiden sie

sich? Untersuche auch die Graphen von r = 8". Suche im Internet nach weiteren Arten von Spiralent”.
Warum sind fur Kurven dieser Art Polarkoordinaten besser geeignet? Welche Arten von Spiralen
kannst du unterscheiden? Was lasst sich tiber das asymptotische Verhalten von Spiralen sagen?

Ldsung 25 Fur die beiden erstgenannten Spiralen lasst sich sagen, dass die erste im Koordinatenur-
sprung beginnt, ganz im Gegensatz zur zweiten. Die zweite entfernt sich auch wesentlich rascher vom
Koordinatenursprung. Dafir die Variable 8 standardméfdig das Intervall [0, 2r] angenommen wird,

endet die Spirale nach einer vollstandigen Umdrehung. Das lasst sich aber natiirlich &ndern und anpas-
sen.

[T zB.in http:// mat hworl d. wol fram com sear ch/ ?q=spiral s

oder http://ww. nmat he. t u-frei berg. de/ ~hebi sch/ spi ral en/ spiral en. ht m
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431 |32 471 ERFrReEE ] >« BB A2 25 <

Eine ganze Familie von Spiralen der Form r = 6" :

P *Aufg22 25 —

m|m 4.2 | *Aurg)z 25 < Lol < |

ri(g).= Feriig * Polargraph ré
r'3(6):=$2 Fertig W
. 4(6):=6'3 Fertig 3 i3 Q)
. Fertig s \. .1/ : / o]
?‘6(6):=6'7'5 k Fertig o) - 1‘7[3)=x/-5T
118)= i
7 =l ) e
17(9).—\!9_ Fertig | 6.23 |,

e Eine Auswartsspiraleist der Graph einer streng monoton steigenden Funktion in Polarkoordina-
ten, wiez.B. f(0)=46.

e EineEinwartsspiraleist der Graph einer streng monoton fallenden Funktion in Polarkoordina-
1

Vi+6'
1

e Eine Spirale kann begrenzt oder unbegrenzt sein, wie z. B. f(H):n oder f(6)=+/6.
+

tenwiez. B. f(0) =

e Spiralen konnen Gerade und/oder Kreise a's Asymptoten haben. Siehe Aufgabe 24 aber auch
1

CHO)=1, f(0)= 2+% oder auch f (9) = arctan(6—107) + 1.

m|m 4.2 | *Aufg22_25 <
711 Ty
I'S(EJ:tan"(ﬁ'— 10- jr)-Hr

m|m 4.2 | *Aufg22_25 < {ﬂlﬂ

ri0.31
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Parameter dar stellung

Fir viele Graphen werden die Koordinaten der Kurvenpunkte in der Ebene al's Funktionen eines weite-
ren Parameters (oft der Zeit t) gegeben: (x(t), y(t)). Dann wird die Kurve als ein System von Parame-

tergleichungen festgelegt.
{x =f(t)
y=9(t)

Aufgabe 26 Eine Gerade in Parameterdarstellung
Erzeuge den Graph von (x =2t+1,y=-3t+2). Essollte eine Gerade entstehen. Versuche aus dem

Graph die explizite Formy = f(x) der linearen Funktion zu ermitteln. Rechnerisch gelangt man zur
expliziten Form, indem man den Parameter t aus den beiden Gleichungen eliminiert, so dass nur mehr
eine Gleichung in x und y Ubrig bleibt. Fihre die entsprechende Rechnung héndisch und mit Tl-
Nspire™ CX CAS durch und erzeuge auch den Graph der linearen Funktion y = y(x).

Ldsung 26  Wir gelangen zur Eingabe der Parameterdarstellung Uber > 3:Graph-Eingabe/Be-
arbeitung > 3:Parametrisch. Dawir eine Gerade erwarten kann tstep ruhig grof3er sein. Um die Ge-
radengleichung leichter finden zu kdnnen fiigen wir Gitterlinien ein: > 2:Ansicht > 6:Gitter >
3:Liniertes Gitter.

R 1: Aktionen 3 R 1: Aktionen i 48
21 2: Ansicht 3 v EEE
#4:3: Graph=Eingalj - 1: Funktion Al 2: Ebenengeometrie
1 4: Fenster/Zoom{© 2 Gleichung » o Da’STe”U”ge“
£T,5: Spur F® 3. Parametrisch | AL 4: ra
P 5 Graph analysij<§ 4: Polar 1 \ ) 1_.5 Achsen ausblenr.len
g abell k< 5: Streudiagramm T . —8 »
48 Geomelry "26 Folge » ! i Punktgrtter zelgen (Ctrl+G)
o Elnsleliungen 18 7: leferentlalglelchung i e ausblenden
L3 9: Hilfen zur Objektauswahl ausblenden
-6.67 -6.67 -6.67 { \

Aus dem Graph vermuten wir, dass die Geradengleichung y = —3—2X +% lauten konnte.

Quadratische Erganzung Anzahl der Gleichungen
i [ Gleichungssystem lisen N L Y-
R \am L @ / 3 Geben Sie Variablennamen ein (durch Komma:
18 Pardmetrisiter Graph x1 ;,'; System linearer Gleichungen losen getrennt)

O] Polynomwerkzeuge R —

| OﬁE Abbruch

A a Assistenten aktiv =R ——

o] :Giail:hungssystem losen. .

Die Rechnung kann entweder

schrittweise durch Elimination solva(c=2:£+1,) e | AR \ d
des Parameterst erfolgen oder 4 BT 1 i
man wendet einen kleinen S e . \;raph” e .
'(;:lu C: fur die Losung .d&s Glei- sm[{::{ ;++17 ( ,;}] X

gssystems an, wie dane-
ben gezeigt wird. f-x_Tl mr-@ i 5
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Aufgabe 27 Lissajous Kurven

Eine Lissgjous Kurve ist gegeben durch eine Kombination von zwei aufeinander senkrecht stehenden
X =sgin(at)
y =sin(bt)
der Graphen vom Verhdltnis a:b abhangt. Flhre Schieberegler fir die Parameter a und b ein.

Schwingungen: { . Untersuche diese Kurven. Untersuche im Besonderen wie die Gestalt

Ldsung 27 Instaliere zuerst die Schieberegler wie schon friher gezeigt und trage dann die beiden
Parametergleichungen ein. Die Schieberegler kdnnen natlrlich animiert werden.

-1.51 & -1.51 L

3.3 Ganz einfach mit TI-Nspire CX CAS!

In diesem Abschnitt werden ein paar Aufgaben behandelt, die — obwohl mit TI-Nspire™ CX CAS
rasch erledigt — doch eine intensivere mathemati sche Behandlung erfordern. Die Ldsungen der Aufga-
ben sind auch etwas , technischer” als die vorhergehenden. Sie kdnnten daher von manchen als miih-
sam empfunden werden.

Aufgabe 28 Tangente an die Kardioide

Gegeben sei eine Kurve in Polarkoordinaten, wie z.B. die Kardiode aus Aufgabe 19 (ohne Schieber-
regler). Wie konnen wir die Tangente an die Kurve fir @ =% finden?

Losung 28  Zeichneim Grafikfenster die Kardiode wie in Aufgabe 19. Uber > 8:Geometry >
1:Punkte & Geraden > 7:Tangente kannst du in einem beliebigen Punkt die Kurventangente zeich-
nen. Der Punkt kann 1&ngs der Kurve verzogen werden. lhre — kartesische — Gleichung erhéltst du
dann Uber > 1:Aktionen > 8:Koordinaten/Gleichungen. Esist aber nicht mdglich, den Kurven-
punkt fr @ =Z genau anzugeben.

k 1: Aktionen
[ 2: Ansicht

* 1: Punkt

»
2

P e T beitung

4

1221

ERR P ‘Aufgif_31 —

y=-112x+5.48

] B 12021

- 2: Punkt auf

Zx 3 Schnittpunkt(e) : /

-4 Gerade < [ . | S X
—5: Strecke 1. Punkte & Geraden »| |10 z 10
~— 6: Halbgerade ) 2: Formen b

Fal g 3 Messung »

~~ 8: Vektor - 4: Konstruktion 4

(™ 9: Kreisbogen [ 5. Abbildung » .67 [y

ERR P ‘Aufgif_31 —

Du kannst dir mit einem Trick behelfen: Zeichne die Gerade y = tan(%) x = x und verziehe den Punkt

mitsamt Tangente moéglichst genau in diesen Punkt.
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Es gibt aber noch eine Mdglichkeit: zeichne zuerst wieder die Kardiode und lege dann Uber das Geo-
metry —Menu einen beliebigen Punkt in der Ebene fest.

[ 2: Ansicht 3 1: Zuletzt verwendet )

. beit » 2:Beschriftung

Blicue 3iAttribute

- 2: Punkt auf 4 4:Auswahl .

e : - » S:Laschen

2 3: Schnittpunki(e) b » 6:Meu definieren

—4: Gerade 7:Koordinaten/Gleichurgen N \

— 5: Strecke 1: Punkte & Geraden » 8:Messung ! X 0.2 X
LA o ol 305 |o:Geometriespur 695 305 2 69
S Dl I TAus A:Fixieren

747: Tangente b 3. Messung » B:Farbe f

-~ B: Vektor - 4: Konstruktion » C:Bedingungen ...

(™ 9: Kreisbogen S: Abbildung 3 -286 — -186 S

Uberschreibe die Koordinaten des Punkts nach den Transformationsformeln auf Seite 23 mit
(r1(8)*cos(0), r1(6)*sin(0)). Damit erhaltst du genau den gewiinschten Punkt. Nun rufst du wie vorhin
das Tangentenwerkzeug auf und erzeugst in diesem Punkt die Tangente. I ch habe dann noch die Gera-
dey = x hinzugefigt.

P *Aufg26_31 —

(2 +1, /2 +1)
k

¥=—0.41x+3 .4

Das hat aber noch immer den Makel, dass wir hier wohl den Kurvenpunkt mit seinen exakten kartesi-
schen Koordinaten sehen, die Tangentengleichung bleibt aber numerisch — doch wiederum nur ndhe-
rungsweise. Mit zusétzlichen mathematischen Kenntnissen wollen wir nun die exakte Tangentenglei-
chung ermitteln.

Dazu greifen wir vorerst wieder auf die Transformationsformeln zurtick:

X =r cosd = 2(1+ cosd) cosd
y=rsind =2(1+ cos#)sing

Die kartesischen K oordinaten des Bertihrungspunktes sind dann

{xo = 2(1+005Z) cosZ = 2(1+2) L2 =14+ /2
y=2(1+cosz)sinz = 2(1+32)2 - 11 /2

Fir die Gleichung der Tangente brauchen wir noch deren Steigung und dasist der Differential quotient

dy 20 9an2
dy gp _ 20080 +2cos”6—2sin 021_\/5.

Tdx & —2sing-4cosfsing

Kk

Damit ergibt sich schlussendlich die Tangentengleichung mit y = (1-v/2)(x—1-+/2) + 1+ /2.

Fir diese mihsamen Manipulationen mit Winkelfunktionen und Wurzeln ist das CAS des
TI-Nspire™ CX CASwie geschaffen.
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xp(!): =rl (:) d cos(t): o (r) =r] (!) d sin(.!)

=

. lang:=y-yp
Fertig

p iz -z -1-[2-1) el -1)

—0z(0) i
= Ir=£ so]ve(fang,y) y=-(\j?— 1)—x+J2_+2

d 4

;(’Q’(f)) y=-(\];—1)- x+J2_+2

h y=341421-0.414214-x

tang: =y—yp(:'d4)=m‘ (x—xp(rr/ﬁl”

~] [~]
) e |

Wir missen erkennen, dass die rein zeichnerische Lésung gar nicht so tbel war.

Aufgabe 29 Tangente an eine ,, Nierenkurve®
Eine Kurve ist in Polarkoordinaten gegeben mitr =sin®() + cos®(8). Zeichne den Graph mit der Tan-
gentefir 0=1%.

Losung 29 Gehe vor wiein Aufgabe 28. Fuhre die Rechnung mit Unterstiitzung des CAS durch.

119 py

N ERE +1‘£+ 9 )
16 16 16 ( )
- . solvelfang,y
y=-1 85x+1.29 8- (2 \/3_—9),\""14 J3_+9 | ]

OM 1
h¢ .12 —g). 5
o7 L N ] 183 Sxard 8(2J3_9)x+14 349
' 24
0471 y=1.38536-1.8453 x M

Aufgabe 30 Tangenten fir Parameterdarstellung

X =acost

Die Parameterdarstellung einer Ellipse in Ursprungslage lautet: { . Bestimme die Gleichung

y=hsint
der Tangente im allgemeinen Punkt t = t,. Setze dann speziell a= 3, b=2und t, = Z. Zeichnedie

Ellipse gemeinsam mit Tangente und Berthrungspunkt.
Ldsung 30 Inden Aufgaben 28 und 29 hatten wir 8 als Parameter, hier ist est. Eswird wieder die
Steigung k (oder m)™ berechnet und dann in die Tangentengleichung eingesetzt:

_dy  bcostdt _ —Ecott

k=m=—"= -
dx -asintdt a

Tangentengleichung: y = —Ecott0 -(x—acost,) + bsint,.
a

Fir die speziellen Werte ergibt sich demnach: y = —é[x—%} ++/2.

®) 1n Osterreich wird fiir die Steigung oft die Bezeichnung k verwendet. In anderen Landern ist diesm.
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Die Rechnung wurde hier maglichst rasch und effizient durchgefihrt. ell_tan(t,a,b) ist eine Funktion
mit der sich jede Ellipsentangente sofort bestimmen l&sst. Man kénnte nattirlich auch mit dem |-
Operator arbeiten. Mit der Funktion ist es aber doch eleganter. Die vorletzte Zeile im zweiten Calcula-
tor-Schirm zeigt die Identitdt der Ergebnisse von handischer und CAS-Rechnung.

Jga(t,a];wa' cos(l] :yp(t,b): b sin[l} Fertig -

| s ,... | =%
4 .
=(ple2)) nL L ~ 2-x
ell_tanlt.a,b).=y= L x-xplea))s r”_Ia’!(:‘J'_] e E_T d
i(xp(f,a}} -2 342 2x 0 513
Fertig ?(x_ 2 ]+‘E_ s EJZ_ &
ell_tan(t,a,b) k b (cm{!}x—a) o= X Fertig "W
e SRR T

a-sln(l} =1 3 =i | 2314

Aufgabe 31 Tangenten fir Parameterdarstellung

x=e"%". cost

Die Parameterdarstellung einer Kurve ist gegeben mit { , (21 <t < 2m). Bestimme die
y

=2e"® .sint

Gleichung der Tangente an der Stellet = Z.

] B 51 (5261 DR 100 EBEEEY A6 <
Aufgabe 31 Aufgabe 31 827y

’G’(A’} '.‘-"-.’S(‘J' .‘f_p 5.‘1 xp{r} 'cos{f} 9_0 51, Fertig

e

937 V 1073

-5.06

xp(t):=cos(t)- e 0-5' 1+ Ferrig
yp(t):=2- sin(t)- e0:25 1 Fortig
die Tangentengleichung

o)

tang(f):=y=d—' (x-xp(®))+yp(t) » Fertig

(xp(2))

dt
t

AN W)
(0‘778801)r' cos(r)' si11(t)—4x el -x +si11(r)' e2-x+4.
cos(t)+2x sin(f.)

tang(t) » y=

ta TE
nel—
g’)

F4

ﬂ(x):zright(ta“g(%)) 1f2(—’6):=right(tang(§)

xl(t):=xp(t):y1(t):=yp(t) » Fertig

]
[

) » y=0.740486- x+1.35046

» Fertig
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L dsung 31 Wenn man die gleiche Rechnung &fters durchfiihren will (z.B. Tangenten fiir verschiedene
Kurven berechnen), dann muss man im Calculator immer wieder die Berechnung wiederholen. Hier
bietet sich die Einflihrung einer Notes-Seite an.

Eine leere Seite wird gedffnet, auf die wir Text
und mathematische Ausdriicke schreiben kdnnen.

== 1:Calculator hinzuftigen

41 2:Graphs hinzuftigen

N 3:Geometry hinzufugen

*-|4d:Lists & Spreadsheet hinzufugen

FUr einen mathematischen Ausdruck, der berech- g b e LR
net werden soll wird eine ,, Math Box"* mit a7 Vernier Data%iijt;::égﬁ“mge“
(en]+m) gedffnet, die durch einen roten Rand

gekennzeichnet ist (wieim den Bildern auf der

vorigen Seite zu erkennen ist). Der Auftrag wird
hinein geschrieben und mit abgeschlossen.

Die kompletten Notes kdnnten fir unsere Aufgabe dann so aussehen, wie auf der vorigen Seite abge-
bildet. Hier wurde die Computeransicht gewahlt, dass alles auf einen Schirm passt. Der Graph ist dann
leicht zu erstellen — inklusive einer weiteren Tangente.

Die ,power" einer Notes-Seite kommt hier so richtig zum Tragen, wenn wir eine andere Funktion
behandeln wollen, wie z.B.

xp(t):=cos(t)- e 051+ Ferig

yp(t):=3- (sin(t))z- e 0251, Fortig

die Tangentengleichung

< (yp(0)

tang(t):=y=d—- (x—xp(t))+yp(t) » Fertig

—(xp(t))

dt

tang(?)

6.- sin(z)- (0.778801)%- (0‘25‘ (sin(r)‘ e? '_\-+4‘)+0‘25‘ cos(2)- (sill(r)—&‘ e

cos(r)+2x sin(r)

L |~

‘_\-)+(cos(r))2)

>y

ta TE
nel|—
g’)

F4

) » y=1.11073- x+2.0257

fl(x):=right(tang(%)):f2(x):=1'igllt(taﬂg( .

—|| » Ferti
> g

xl(t):=xp(t):yl(t):=yp(t) » Fertig

N

mm (Bl > Aufg26_31 —

Wenn wir die Terme fir xp(t) und yp(t) — hier
nur fir yp(t) - in den ersten beiden Zeilen Uber-
schreiben werden alle Berechnungen sofort an-
gepasst und es ergibt sich unmittelbar die den
neuen Daten entsprechende graphische Darstel-
lung.
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Aufgabe 32 Die Bogenléange in kartesischen Koordinaten
Man weil3, dass die Lange eines (infinitesimal) kleinen Bogenstiickchens einer Kurve durch die Lange
der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten dx und dy angendhert werden kann.

2
Die Lange dieser Hypotenuse betragt ds=+/(dx)* + (dy)* = dx- [%) +1=4/f'(x)*+1-dx.
X

ds

i

Um diese kleinen Wegsttickchen zu summieren, bilden wir das bestimmite Integral vom Beginn des zu
berechnenden Kurvenbogens bis zu seinem Ende:

s= [T (97 +1dx

3 2
Berechne die Lange des Kurvenstiicks von f (X) = X? —X? +2 zwischenx =-2und x = 2.

Lbosung 32 Wir definieren die Funktion entweder in den Graphs oder im Calculator. Das entste-
hende Integral l&asst sich nicht exakt berechnen.

4 : Aufg32_34 < Aufg32_34 <
2 5 Fertig * j
X X |
F1(x) =—-—+2
2 2
[}
2 7.74481

2

(i(ﬂ(x}))d+l dx

-2

arcLen(f7(x) x,-2,2) 7.74481
= 321 %

Zur , Probe" berechnen wir die Lange des Kurvenstiicks nochmals mit der TI-Nspire™ CX CAS -
Funktion arcLen().

Aufgabe 33 Die Bogenlénge fur Parameterdarstellungen

o x=sint
Berechne die Lange der Kurve { inot’ t [0, 2.

Wende dieses Verfahren auch dazu an, den Umfang einer Ellipse zu berechnen.

Losung 33 Wir finden % = cost und% =2cos2t, und weiters ds= \/(cost -dt)? + (2c0s2t - dt)? =

= \/cos’t + 4cos’ 2t - dt. Auch diese Funktion kann nicht exakt integriert werden.
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{ : : *Aufg32_34 —
e =

x1 (:)=si.n (r)I

i(x!(!}) cosl) | {yl(:)=sin(2-r) I =
( ) 05726 .28 tstep=0.12
' 2-cos\2-¢
~b10) :
9 0.2y X,
o e 1 Nz A
[ J(cos(!))2+(2- cos(2- !})2 dzs i
k3 0 | '
942943 -1.20 ]

Fir die Ellipse und den Kreis (spezielle Ellipse mit a=b =r) erhalten wir die folgenden Ergebnisse:

*Aufg32_34 —

xe:=a- cos() =b-sinl¢) b sinlf) 2 |
2 i Ja2-{a2-02)- (cos(®)? drka= and b=2
»I(E(' )) (Z(}?)) Y 15.8654
: 2'n t
I \{az_(a:&_bz)_(cos(‘,))z o .‘ {22002 -52)- (cos))? dtiamrand br
i g 2l

Wahrend sich der Umfang der Ellipse nicht exakt angeben 18sst (, elliptisches Integral”), erhalten wir
fur den Kreis die erwartete Formel fur den Umfang.

Nun fehlt noch die Berechnung der Bogenlénge in Polarkoordinaten!

Aufgabe 34 Die Bogenlénge in Polarkoordinaten

Berechne die Lange von zwei Umlaufen der Spirdle r = %9.

Ldsung 34  Nach Anwendung der Transformationsgleichungen polar — kartesisch kdnnen wir mit

X=36-cosd
y=16-sing’

einer Parameterdarstellung — mit 6 als Parameter — arbeiten : {

Iu“l( n +1 +& 1r+4 s 16 - +1

\0<<12.57 fstep=0.062

e C-I/ 13- i,\- +iy 1(161t+1+4:t]+4n 10n+1
L3 2 :
_/ m[J16-n3+1 +4-n)+4-:=- J16 Ko+l 40 —

-5.67 4 =

Das Ergebnis zeigt, dass dieses Integral offen-

G
sichtlich exakt auswertbar ist. POLAR_ARC_LENGTH[—. 8, 0, 4-#}

2
Mit Hilfe eines anderen CAS (DERIVE) , das .
eine fertige Funktion fir die Bogenlénge in Po- LNG/(16-7r + 1) + 4.m) . H_J(ls_n‘? e
larkoordinaten zur Verfigung stellt, kdnnen wir 4
unser Ergebnis tberprifen. 40, 40965 804
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4 Und noch ein wenig schwieriger ...

4.1 Wiearbeitet TI-Nspire™ CX CAS?

Wir beginnen mit einigen Beispielen, wie TI-Nspire™ CX CAS vorgeht, um bestimmte Aufgaben zu
erledigen. Das soll uns helfen ,,falsche® Antworten des Geréts zu entdecken und auch zu erklaren.

Wie erzeugt TI-Nspire™ CX CAS einen Graph?

Aufgabe 35 Grenzwerte und Setigkeit

2

Erzeuge den Graph von f(X) = X 1 Diskutiere die Stetigkeit und die Grenzwerte an den , heiklen®

Stellen. Erklére den Fehler, den TI-Nspire™ CX CAS bei dieser Gelegenheit macht.

Losung 35 Der Graph von f(x) ist nicht korrekt, da die Unstetigkeitsstelle 1 nicht gezeigt wird. Man
sieht einen stetigen Verlauf der Geraden.

*Aufg35_40 <

lim (7(x)) 2
x=1"
#1(1) undef
e £1(x) x+1
! =

Erst wenn man den Funktionswert an der Stelle x = 1 ermittelt will, wird die Definitionsl ticke offen-
bar. Beachte die Ausgabe fur f1(x) und das ,, Warndreieck”!

Erklarung: TI-Nspire™ CX CAS erzeugt den Graph, indem eine Anzahl von Punkten gleichmaRig
im Intervall [xmin,xmax] gewdahlt wird. FUr diese Punkte wird der Funktionswert berechnet und die
entsprechen-den Punkte werden mit Liniensegmenten verbunden. Das hat zur Folge, dass die Unste-
tigkeit ver-borgen bleibt.

Mit einer weiteren Eigenschaft des TI-Nspire™ CX CAS kannst du aber diese Definitions licke doch
sichtbar machen: Im findest du die Option 5:Spur, deren Einstellungen gedndert werden konnen.
Mit dieser Spur kannst du den Verlauf des Graphen in ,, Spur-Schritten“ nach verfolgen.

Aktiviere die Gerade und wéahle [men > 5:Spur > 1:Grafikspur.

k 1: Aktionen 3 11 |12 11 (12

31 2: Ansicht 3 e o e 1:Zuletzt verwendet e

P = | f\:{\'}= = i P il

;I-}.E. 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung ¥ 2 Attribute

I 4 Fenster/Zoom L1 J f14: Auswahl

(1,/5: Spur 1%, 1: Grafikspur [ S:iLéschen

\t'6: Graph anal¥ 2: Spur-alle 'Sp"'_scmm 6.Beziehung bearbeiten

& 7: Tabelle F'W o | I <! LAbbruch 10 '-I_C¢8:Graph analysiere{2:Spur-alle
- 8: Geometry |7 4; Geometriespur — 9:Tabelle 3:Spur-Einstellungen...
i1 9: EinstellundZ. : : BiFarbe :

C:Bedingungen ...
567 567 567
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P f1-( 090, 190) f1:( 100 , undef ) f:( 110, 210)

-6.67 -6.67

Mit dem Cursor (Pfeiltasten) gehe nun schrittweise die Gerade entlang. Unten rechts werden die Ko-
ordinaten des gerade besuchten Punkts angezeigt. Und was geschieht an der Stelle x = 1?

Aufgabe 36 Asymptoten

. 1 1 1 .
Erzeuge die Graphenvon f,(X)=———, f,(X) = und f,(X) =———. Werden die senkrechten
¢ ap (%) 1 2(X) NN 3(X) )
Asymptoten gezeichnet oder nicht? Erzeuge dann auch die Graph von r = 2 (eine Hyperbel)
1+ 2cos(6)
und r :_Ci in Polarkoordinaten. Was féallt nun auf?
sing —2cosf

Ldsung 36 Die Asymptoten werden abhangig vom gewahlten K oordinatensystem einmal gezeich-
net, ein anderes mal aber nicht.

P *Aufg35_40 —

Erklarung: Die Erklérung fur diesen Fehler ist sehr einfach. In kartesischen Koordinaten gibt es zum
Zeichnen des Graphen einen zusétzlichen Algorithmus, der prift, ob die Funktion sehr stark steigt
oder fallt. Wenn dies der Fall ist, dann werden zwei aufeinander folgende Punkte nicht durch ein Li-
niensegment verbunden. Im Polarkoordinatensystem gibt es diesen Algorithmus nicht. Alle Punkte
werden verbunden, daher erscheinen die Asymptoten.

©2014 T° Europe 40



Aufgabe 37 Rechtwinkliges Koordinatensystem

Zeichne die Graphen zweier aufeinander senkrecht stehender Geraden. Zeichne auch den Graph eines
Kreises (in Polarkoordinaten). Verwende [men] > 4:Fenster > 2:Zoom-Rahmen um einen Ausschnitt
Zu vergrofRern. Was bemerkst du nun?

Losung 37  Wir wéhlen die beiden Geradeny =x + 1 und y = —=x + 1 und erhalten dann die folgen-
den Graphen:

g 1221 ] 31 DR <] BN 12]21 )31 DR

667 %y

£1(x)=x+1 LS 9
N £1(x)=x+1

¥

rio 0] |ro 1 U] I :1 '\\\\ /9_4
il il 2 Ecke? E 1 Ecke?2lx)=1x

QN . Q e
£20x)=1-x £20c)=1-x :
-6.67 9 -6.67 -3.52 ¢

Im ersten Fall stehen die beiden Geraden normal zu einander und der Kreis erscheint wie erwartet als
Kreis senkrecht. Nach VergrofRerung des gewdhlten Ausschnitts schneiden die beiden Geraden einan-
der nicht mehr unter einem rechten Winkel und der Kreis wurde zur Ellipse deformiert.

Erklarung: Der grundsétzliche Unterschied besteht darin, dass bel der Fenstereinstellung 5:Zoom-
Standard ein Koordinatensystem verwendet wird, das winkeltreu ist, d.h., rechte Winkel erscheinen
auch as rechte Winkel, Kreise erscheinen als Kreise etc., wobei wohl die Koordinatenachsen senk-
recht zu einander stehen, auf den Achsen aber unterschiedliche Skalierungen angewendet werden.
Damit kommt es zu einer Verzerrung. Aus der analytischen Geometrie wissen wir, dass alle Begriffe,
die auf dem inneren Produkt basieren (wie z.B. Winkel, normale Lage zu einander, Normal abstand)
ein System mit gleichen Skalierungen auf beiden Achsen benétigen.

Nullstellen, Schnittpunkte und Extremwerte

Aufgabe 38 Nullstellen

Bestimme im Grafikfenster die Nullstellen von f(x) = x* — 2 und g(x) = X° — x — 2. Suche diese Nullstel-
len anschlief3end auch im Rechenfenster.

Losung 38  Im Grafikfenster werden Berechnungen immer nur numerisch durchgefuhrt, d.h., man
erhdlt jeweils nur einen Néherungswert, wahrend im Rechenfenster das CA S verwendet wird. Hier
erhalt man —wenn dies moglich ist — die exakten Werte. Die Nullstellen einer Polynomfunktion vom
Grad 5 oder hoher lassen sich auch von einem CASi. A. nicht genau angeben.

2 b *Aufg3S_ 40 < O EEEE
Y 2 3.46 By
\: s ; ; solve(rz—Euﬂ_x) A ""'E or I=J2_
i :e-ros(t 2_ 2,.\'} { J; E }
ettt : L et T o L oA nSolve(xg—Zx-O‘x} teel
5 06 b s3] [0 2 FH
i \ / (-1.41.0.00) (1.41,0.00) saiakas) {-141421,1 41421}
nEm2-2i N ()22 4 k |
rﬂﬁere.s_chuan.ké__ﬂ -_‘; 3 -3.21
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~

ettt et : solve(rs-—x—E-O_xJ ¥=1.26717
F2.11 0.2 | 286
: [(1.27,0.00) cZeros(r2(x) x)
T PPy
£2le)=x"-x-2 || 44149 4,-0.894548-0.534149- #,1 26717 }
|
I|' k © cSolve und cZeros lisfert auch die
/N | komplexen Losungen
/ J." (hier nur nahenmgsweise)
I !
|Il ,-"f
| 267 — =

Erklarung: Die Erklérung dafur ist hier nicht technischer Natur, sie liegt innerhalb der Mathematik.
Erstens wird im Grafikfenster ein anderer Algorithmus verwendet als im Rechenfenster (CAS). Dieser
Algorithmus wird spéter im Programmierteil ndher erlautert. Im Rechenfenster wird eine algebraische
Methode angewendet. Allerdings gibt es einen wichtigen Lehrsatz der Mathematik, in dem bewiesen
wird, dass Polynomgleichungen mit einem Grad hoher als vier im Allgemeinen nicht exakt |6sbar
sind. Da kann auch das CAS nur numerische Naherungswerte angeben.

Aufgabe 39 Schnittpunkte und Extremwerte
Du weifdt nun, wie TI-Nspire™ CX CAS Nullstellen findet. Gib selbst zwei gute Beispiele zur Be-

stimmung von Extremwerten und Schnittpunkten an.

Losung39  Betrachte den Scheitel der Parabel y=ax® +bx+ c. Der Scheitel liegt genau zwischen
den beiden Nullstellen, sofern es solche gibt. Wir zeigen an einem konkreten Beispiel wie der Scheitel

zu finden ist.

Sy
so]ve(a- x2+b- x+c=0,x) zeros(a- X“+b x+ex

\b%-4ac-b -(Jbz—eya-c +b, { Jbz-‘l'a'c -b '(Jbz-‘l'a'c +b)
i -

x= or x= g 9

2'a 2a
zeros(a-x2+b-x+c,x) mean({ Jb2—4-a-c -b -(Jb2—4-a--c il
{\/b2—4'a'c—b '(\/52-4'(1-:: +b)} VAN 2@ 2a >
2'a ' 2-a e
2.
! X “ !

Mit mean(Liste) berechnen wir den Mittelwert der Elemente der L ésungsmenge. Wir erkennen aber
auch, dass diese Formel auch fiir den Fall gilt, dass der Ausdruck unter der Wurzel — die Diskrimi-
nante — negativ ist und es dann keine reellen Nullstellen geben kann. Nun die grafische L ésung fir die

Parabel y=x* - x-~/2 —1. Beachte den Befehl zeros (engl. = Nullstellen) zur Berechnung der Null-
stellen, die als Werteliste ausgegeben werden.

k 1: Aktionen 3 - <] [E : - E3
13 2: Ansicht 3 Ty ; e ITY ——
#}3: Graph-Eingabe/Bearbeitung ¥ { (E -1) 5 (Jz_ + 1)' v!? }

N 3 : 2 ' 2

1 4: Fenstge2

5 Spur |4 1: Nulstelle 2

\! 6; Graph| "L (-0.52,000) \ §i -1 2 (3+1) 2

=4 7: Tabell & 3: Maximum A | - : A ettt L ey o : ]
T o Schnittpunkt .06 \ 2 :/( A oac)u 2 2

8: Geoml x5 wendepunkt % ﬁ o E

11 9: Einste| 0. 6: dy/dx Zliciunks 2
£1() =x* e 7: Integral g1fx)=x?x 2 -1 : :

© 8: Analyse von Kegelschnitten b [ [Obere Schranke?] ;o §2 - E 0.707107
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Fir den Schnittpunkt zweier Kurven wahlen wir die beiden Parabeln f (x) = x* —2x—1 und
g(x) = —f(x—1). Das kannst du natirlich auch ohne Rechner durchfihren.

solve{ﬁ{\'}: f;’[.\‘- 1},_\'}

x=0.177124 or x=2,82288

(J7 -3) [7+3
X orx
2 2
(7 -2) J7 +3
2 2 !

|

k 1. Aktion

en 3
(51 2: Ansicht »
}3: Graph-Eingabe/Bearbeitung »
1% 4: FenstguZanm .

S: Spur
\£'6: Graph|
£ 7: Tabell
4~ 8; Geom|
1l 9: Einste|

4 1: Nulistelle

fifa 2: Minimum
45 3: Maximum
Pal4: Schoittpunkt |
£ 5: Wendepunkt
£5.6: dy/dx

k= 7; Integral

© 8: Analyse von Kegelschnitten »

i 1
 [Schniipunid

58

£3()=-12(x-1)

-4.04

s(2/52 1 22)
: ;/.f ‘:.216\*
o H

_{‘o.hla,/-/lj.zz)

Aufgabe 40 Minima und Maxima

Berechne ein Maximum der Funktion f (x) = Zsin(x+%j . Zeichne den Graph gemeinsam mit der

Tangente in diesem Punkt.

Losung40  Wir beginnen mit der Berechnung des Maximums und wéahlen aus den unendlich vielen
L 6sungen jene mit dem Parameter n1 = 0. Dann zeichnen wir den Graph von f(x) mit einem beliebigen
Punkt auf dem Graph. Wir klicken auf die 1. Koordinate des Kurvenpunkts und tUberschreiben sie mit
pi/4. Nun haben wir den gewtinschten Hochpunkt gezeichnet. Uber das Menu gelangen wir zum
Zeichnen der Tangente in diesem Punkt.

7alc):=2: sin(_ni £r0E
4
d (4 n1-3) n
solve| ”“"‘(H(\t})-ﬂ,x X —
dx 4
. '—2]- -2
xu(*”’ '}“Inf-o L)
* 4
. 2]
- (4 n1-3) X el n
4

5 |

(-471,1.41)

-
»

-6.67

falx)=2 sin(.ﬁf]
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4.2 Programmierenin TIBasicist einfach

In diesem Kapitel wollen wir einige bekannte Algorithmen fir TI-Nspire™ CX CAS implementieren.
Das verlangt ein wenig Programmierarbeit.

Die Programmiersprache des TI-Nspire™ CX CASist ein BASIC-Dialekt. BASIC ist jene Sprache,
mit der Bill Gates (Microsoft) bekannt geworden ist. BASIC (Beginners All-Purpose Symbolic In-
struction Code) wurde entworfen, dass auch breite PC-Nutzerkreise kleine Programme selbst schrei-
ben kdnnen. TIBasic bleibt dieser Philosophie treu: esist keine Programmiererfahrung nétig, um hier
Programme zu schreiben. Ein wenig Beharrlichkeit und Selbstvertrauen sind allerdings erforderlich.

Hier wird mit der Programmierumgebung von TI-Nspire™ CX CAS Version 3.6 gearbeitet. Nachfol-
gende V ersionen werden moglicherweise umfassender sein.

Um ein Programm zu schreiben muss vorerst ein Rechenfenster gedffnet werden. Uber

> 9:Funktionen und Programme > 1:Programmeditor > 1:Neu ... wirst du zur Angabe des
Namens deines neuen Programms (oder der neuen Funktion) aufgefordert. Auf den Unterschied zwi-
schen einem Programm und einer Funktion werden wir im Abschnitt 5.7 kurz eingehen.

Wir wollen unser erstes Programm , test” nennen. Damit wird der Schirm zweigeteilt. Links bleibt der
bereits bekannte Calculator und rechts der Programmeditor. Hier haben wir Raum um das Programm
zu schreiben. Mach die Editorhalfte aktiv und rufe das auf, dann wirst du hier alle Kommandos,
die zum Programmieren verwendet werden kdnnen, finden.

'J':.\ 1: Aktionen *Micht gespeichere — afj] > | *Nicht gespeicherte — {:-ﬂ
$52; Zahl . test
ToPogammedior b | e[ ] Dt
2: Offnen... 2: Func...EndFunc : Prem
- 158 ugamm 1) T
3: Importieren...  [3: Prgm...EndPrgm i
4: Ansicht... 4: Local Eibliothekszugriff: EndPrgm
$¢ 8 Finanzen 5! Steuerung » LEEINJ:I.&. J k
[fil 9: Funktionen un{®: Ubertragung 4 ——
|7: EfA 3 OK| | Abbruch
8 Modus »
9: Neue Zeile hinzufugen
13 1: Aktionen b

WA 2: Syntax uberprufen & speichern »
1= 3: Variable definieren
. 4 Steuerung

© 5: Ubertragungen

Yo 6: EIA

14 7: Modus

Unter 6:E/A werden ale verfligbaren Ein- und Ausgaberoutinen angezeigt. in fast allen Einflhrungen
zu den Programmiersprachen ist das allererste Programm das ,, Hello World"“-Programm:

*Nicht gespeicherte < {11 E3 I EHREINSELEN b o] *Nicht gespeicherte —  {|E3

. *test B~} 1: Syntax uberprufen & speichern  (Ctrl+B) N “test” erfolg. gespeicher]
'_: \....._.... e == 2. Syntax uberprufen :__: \....._.... ey o _—

Define t = Define t =

ine test() ¥. 4 Steuerung 3 ine test)

Prgm : Prgm

Disp "Hello World]" © S: Ubertragungen PLidr [Disp "Hello World"

EndPrgm % 6: E/A 4 EndPrgm

1.8 7! Modus »
I
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Eswird nur der Text ,,Hello World“ ausgegeben. Dann wollen wir das auch so halten. Der Stern beim

Programmnamen im linken Bild zeigt, dass das Programm noch nicht gespeichert wurde. Uber

> 2:Syntax Uberprifen & speichern (= (1) + (B]) wird das vorliegende Programm auf syntakti-
sche Fehler (aber auf keine logischen oder sonstigen Programmierfehler) geprift und gespeichert. Erst
jetzt kann die aktuelle Version auf der Rechenseite durchgefiihrt werden. Es wird aufgerufen mit
test(), da keine weiteren Programmparameter vorliegen:

1.1
"test" erfolg. gespeiche
tesz‘O 8- 9PEp ri
Define test0= =
Hello World Prgm
Ferti Disp "Hello World"
ertig EndPrgm
|
&

5 1: Akti

v 2: Synjzl: Ansehen...

= 3: Varig
K. 4: Stey
@ 5: Ube

5! Kopie erstellen...
6. Umbenennen...
7: Bibliothekszugriff andern...

Yo 6. E/A 8. Kommentar einflgen
= 7:Modg, sychen... (Ctrl+F)
- A:Suchen und Ersetzen...  (Ctrl+H)
B: Gehe zu Zeile. .. (Crl+G)

C:Zuruck

Nach erfolgreichem Test kann der Editor geschlossen werden und man findet sich wieder im Rechen-
fenster. Der Programmeditor kann bei jeder Gelegenheit aufgerufen werden, um das erstellte Pro-
gramm in den Editor zu laden und eventuell zu verandern (verbessern, erganzen, u.s.w.)

¥« 1: Aktionen
52: Zahl
;= 3 Algebra

=

1: Neu...

3: Importieren. ..
4: Ansicht...

$¢8: Finanzen

[%]9: Funktionen un

1. Programmeditor 3
2: Func...EndFunc
3: Prgm...EndPrgm
4: Local

5: Steuerung

6: Ubertragung

|7: E/A

8: Modus

v v v w

9: Neue Zeile hinzuftigen

Hello World

Fertig

Esist noch anzumerken, dass dieses Programm nur innerhalb des Dokuments in dem es gespeichert
wurde verwendet werden kann. Programme, auf die von anderen Dokumenten auch zugegriffen wer-
den kann, sind in Bibliotheken (,libraries*) zusammengefasst. Deren Behandlung wiirde aber den
Rahmen dieser Einfihrung sprengen. (Mehr Ubers Programmieren und auch Uber die Bibliotheken

findet manin )

Wie schon friher gesagt, findet man die Programmierbefehle Uber das [meny):

8 1: Aktionen »
A 2: Syntax uberprafen & speichern b

IE. 4 Steuerung

© 5: Ubertragungen
Y 6: E/A

14 7: Modus

4: Func...EndF

3: Variable loschen

8 1. Aktionen

WA 2: Syntax uberpr
= 3: Variable defini
If. 4: Steuegung

© 5: Ubertragunger
Y 6: E/A

1A 7: Modus

unc

2: If... Then...Endif

3. If...Then...Else...EndIf
{d: Elself... Then

5: For...EndFor

6: While...EndWhile

7: Loop...EndLoop

8: Try...Else...EndTry
S: ClrErr

A:PassEr

13 1: Aktionen b
WA 2: Syntax uberprufen & speichern »
1= 3: Variable definieren
. 4: Steuerung

© 5: Ubertrygungen 1
Y 6: E/A 2
1A 7: Modus 3 Exit
= 4: Lbl
5: GoTo Lbl
6: Stop

1

Josef Bohm, Programmieren mit TI-Nspire CAS, bk teachware SR-60

http://www.acdca.ac.at/material/nspire/nspire_progkurz.htm

http://www.acdca.ac.at/material/nspire/nspire trigonometrie.htm
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8 1. Aktionen »

8 1. Aktionen »
VA 2: Syntax uberprufen & speichern » iche

W 2: Syntax U an &

9, Ziffern anzeig

1= 3: Variable definieren 1= 3: Variable
. 4 Steuerung . 4: Steueruni2: Winkel 3
@ S: Ubertragungen @ 5: Ubertrag 3: Exponentialformat »
Yo 6: E/A ¥ 6: E/A 4: Reell oder Komplex »
b3 7: Modus X 123 78ModUSIN: Automatisch oder Naherung b
- T |6 Vektorformat »
7: Basis »
8: Einheitensystem 3
9: Modus abrufen
A: Sprachinformation holen

Wir werden in dieser kurzen Anleitung nicht alle Befehle kennen lernen. Natirlich steht uns innerhalb
eines Programms oder einer Funktion auch die volle Kraft des CAS zur Verfiigung. Das konnte man
mit dem ,,Ur-BASIC* und vielen Nachfolgern nicht. Da musste man z.B. fir das Differenzieren und
Integrieren, jaselbst fir das Ldsen von einfachen Gleichungen z.T. recht aufwandige Programme
schreiben.

Aufgabe 41 Funktionsgraph

Verwende eine For-EndFor-Schleife um den Graph einer Funktion (z.B. der Sinusfunktion) zu erzeu-
gen.

L ésung 41 Das geht mit TI-Nspire™ CX CAS leider (noch?) nicht so einfach, da die Programmier-
sprache noch keine Grafikkommandos bereit stellt wie z.B. der T1-92 und Voyage 200. Esist zu hof-
fen, dass diese Liicke in spéteren Versionen gefillt wird. Wir kdnnen uns mit eéinem Trick behelfen,
indem wir Uber erst zu erzeugende Listen von Argumenten und entsprechenden Funktionswerten das
zugehdrige Streudiagramm zeichnen.

Es muss deutlich zwischen lokalen und globalen Variablen unterschieden werden. Die Listen Ix und ly
werden nicht als Local definiert, d.h., sie sind dann auch auf3erhalb des Programms verfiigbar.

1 Define graph()=

2 Prgm

3 :Local fx,y

4 :Request "f(x) = ",f(x)

5 Ixi={}

6 dy:={}

7 :For x,-10,10,0.01

8 : Ix:=augment(Ix,{x})

9 : ly:=augment(ly,{f(x)})
10  :EndFor

11 :EndPrgm

In den Programmzeilen 5 und 6 werden leere Listen Ix und Jy erzeugt. An diese Listen werden in der

Schleife (Zeilen 8 und 9) immer wieder die nachsten Elemente angehangt und die alten Listen werden
durch die neuen — nun verlangerten — Listen ersetzt. Die Koordinaten der erzeugten Kurvenpunkte sind
zum Schluss den beiden Listen gespeichert.

In einem Graphs-fenster zeichnen wir abschlief3end das Streudiagramm.
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o

Eibliothekszugriff:
| Keine |

|5<§ |Ahbruch

*Micht gespeicherte —

test()
0
graphﬂl |~0_|ii |Ia;\bbruch.|
&

*Nicht gespeicherte —

["araph” erfolg. g

espeic

Define gr aph(}=

Hello World Prgm
= Local fix
Ferig Request "f(x) ="'
.=
=i

e =au gment(?x, ;
fy: -augment{fy,
EndFor

*Micht gespeicherte —

graph()
f(x) = sin(x)

Forx,-10,10,0.01

¥ ‘ﬂ:\_}

L3

&)

Ok

o] <]

5 |

Ferig

3

{-10, -9.99,-9.98,-9,97,-9.96,-9.95,-9.94,*

Iy

{-sin(10),0.535603,0 527132,0 518608,C* - |

*Nicht gespeicherte —

graphﬂl |.0Ki |.Abbruch|
X
EE *Nicht gespeichere <
; 1:Funktion
2:Aus Protokoll ausi2:Gleichung ¥

3:Parametrisch
4:Polar
S:Streudiagramm
6:Folge ’
7:Differenzialgleichung

4Tabelle

-6.67

6:Beziehung bearbeiten
7 »

-6.67

‘Spur

O.Tabelle ;
AFixiaren

B:Farbé »
C:Bedingungen ...

-6.67

*Nicht gespeicherte —

6.67 %y

-6.67

(2/2) Punkdte sind verbunden

Uber die 3:Attribute und B:Farbe |&sst sich der Graph nach eigenen Vorstellungen ,, verschonern®.

Beispiel programme

Aufgabe 42 Quadratische Gleichungen
Schreibe ein Programm, das eine quadratische Gleichung |6st.

Ldsung 42 DasProgramm sieht aus wiefolgt.

™

Eibliothekszugriff:
| Keine |

|5<§ |Ahbruch
...k Mt

- *qu_g

= Define qu,_g{]=

Prgm

Local a.b.cdxixe

© Eingabe der Foeffizienten

Disp "Form der Gleichung: a

Request "Gibaeina=",a

RequeX"Gibbein b="5

Request "Gibceinic= "¢

© Diskriminante berechnen
3

Nt _ A ;.

gl
F AN

% 10 AKt{1: Neu...

v 2: Synt|2: Offnen. ..

1= 3: Varid2: Importieren...
K. 4: Steyd: Ansehen...
@ 5: Ube
Y 6: E/A
13 7: Mod|

5: Kopie erstellen...
6: Umbenennen...
7. Bibliothekszugriff andern...

8. Kommygatar einfugen

9: Suchen... (Ctrl+F
A:Suchen und Ersetzen.., (Ctrl+H

v

L) o S

Einige Dinge sind beachtenswert: Flige an geeigneten Stellen Kommentare (©) ein. Sie erkléren das
Programm, dann kann jeder nachvollziehen, wie das Programm abl &uft.

Die If-Anweisung kann aus nur einer Zeile bestehen, wenn im Fall des Eintretens der Bedingung nur
eine weitere Anweisung auszufihren ist, anderenfalls muss man tber If <Bedingung> Then <Anwei-
sungsblock> EndIf einen Anweisungsblock (= mehrere Befehle) einfugen.
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1 Define qu_g()=

2 Prgm

3 :Local a,b,c,d,x1,x2

4 :© Eingabe der Koeffizienten

5 :Disp "Form der Gleichung: a*x? + b*x + ¢ = 0"
6 :Request "Gib a ein: a =",a

7 :Request "Gib b ein: b=")b

8 :Request "Gib c ein: ¢ =",c

9 :© Diskriminante berechnen

10 :d:=b"2—4*a*c

11 :Disp a*x"2+b*x+c=0

12 :© Fallunterscheidung

13 :If d<0: Disp "keine reellen Losungen"

14  :If d=0: Disp "eine Doppelldsung: x = ",-b/(2*a)
15  :If d>0 Then

16 xL:=(b+V(d))/(2*a)

17 x2:=(-b—(d))/(2*a)

18  : Disp "zwei getrennte Losungen:"

—_n

19 : Disp "xi = "x1," und x> = ",x2
20 :EndIf

21 :EndPrgm

qu ~

Gibaeinia= 2

Gibbein:b= 2

qu_zU

Form der Gleichung: a*x* +b*x +c=0

Form der Gleichung: a*x* +b*x +c=10
Gibaein:ia= 2

Gibbein:b = 2| Gibceinic = i

:&| | Abbruch|

Gibceinic = 10
2. %243 x+10=0

keine reellen Losungen

Gibaeinra= 1
Gibbein: b= 12
Gibceinic= 36
x2412: x+36=0

Fertig eine Doppellosung: x = -6

Fertig =

Gibaein'a= 05
Gibbeinb= 2

Gibceinic= =3.2
0.5 x2+2 x=3.2=0

zwei getrennte Losungen:

1= 1.2249 und x. = -5.2249

Form der Gleichung: a*x?* +b*x +c =0

Fertig =}

Gibaeinia= 1/2
Gibbeintb= 2

Gibcein: c = -16/5

x“ 16
—42 x—=—=0
2 5
zwei getrennte Losungen
265 -E-Jéi &_
Xi= ~2und x: = -2
[

=]

Die unterschiedlichen If-K onstrukte kannst du in den Zeilen 13 und 14 bzw. 15 bis 20 erkennen. Die

letzte Gleichung wurde einmal mit Dezimalzahlen und dann nochmals mit Briichen als Koeffizienten
eingegeben. Wenn die Dokumenteinstellungen fir den Berechnungsmodus auf ,, Auto” stehen, wird
bei der Eingabe von zumindest einem Wert in Dezimalform immer die Dezimal ausgabe mit der vor-

eingestellten Anzahl von Dezimalstellen angewendet.
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Aufgabe 42a Quadratische Gleichungen erweitert
Erweitere das Programm so, dass auch die konjugiert komplexen Ldsungen ausgegeben werden.

Aufgabe 43 Naherungsweise Nullstellenberechnung durch Intervallhalbierung

Mit welchen Algorithmen lassen sich numerisch Nullstellen ermitteln? Das erste Verfahren, das wir
behandeln wollen ist die Methode der Intervallhalbierung. Dazu sind zwei Lehrsdtze nétig:

Satz 1 (Bolzano)
Essae f:R — R eineauf dem Interval ]a, b[ stetige Funktion. Wenn f(a) < f(b) (bzw. f(b) < f(a)),
dann gibt esfir jedes ce[ f (a), f (b)] (bzw. ce[f(b), f(a)] en xe[a,b] sodassc =f(x).

Aus diesem Satz folgt unmittelbar der néchste

Satz 2
Essei f:R — R eineauf dem Interval ]Ja, b[ stetige Funktion. Wenn f(a) und f(b) unterschiedliche

Vorzeichen aufweisen, dann hat f eine Nullstellein [a, b].

Der Nutzen dieses Satzes liegt vor allem in seinen vielen Anwendungen. Die Schiiler und Schilerin-
nen kénnen damit leicht zeigen, dass jede Polynomgleichung mit ungeradem Grad mindestens eine
reelle Nullstelle hat (indem sie zwel Funktionswerte berechnen).

Alsweitere Anwendung konnen wir ngherungsweise Nullstellen berechnen, indem man diesen Satz
iterativ einsetzt. Essel f :R — R eine auf dem Intervall ]ay, by[ stetige Funktion. Wenn nun f(a;) und

f(b,) verschiedene Vorzeichen haben, dann schneidet der Graph die x-Achseim Intervall [ay, by]. Wir
berechnen nun den Mittel punkt ¢, =a1—;bl. Wenn f(c,) = 0 haben wir die Nullstelle bereits gefunden. Im

Allgemeinen ist das aber nicht der Fall: Haben nun f(c,) und f(a;) verschiedene Vorzeichen, dann muss
die Nullstellein [ay, ¢q] liegen (wir setzen a, = a; und b, = ¢;); anderenfalls sind die VVorzeichen von
f(cy) und f(b,) verschieden und wir setzen a, = ¢; und b, = b;. Die Nullstelle liegt nun in [ay, b,] und
die Prozedur geht mit der Berechnung der n&chsten Intervallmitte weiter. Wir erhalten somit eine Rei-
he von ineinander geschachtelten Intervallen, die die Nullstelle x immer besser anndhern. Die Skizze
verdeutlicht die Vorgangsweise.

el

3
e e e = 1

= B
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Ldsung 43 Das Programm fragt zuerst um die Funktion f(x) und anschlief3end um das Intervall

[a, b] in dem die Nullstelle gesucht werden soll, wobei f(a) und f(b) verschiedene V orzeichen haben
muissen. Dann wird noch um die Anzahl der durchzufiihrenden Iterationen (Intervallhal bierungen)
gefragt. Im Programm miissen wir noch priifen, ob f(a) und f(c) unterschiedliche Vorzeichen haben.
Das geht am einfachsten, indem wir prifen, ob f(a) - f(c) < 0. Davon abhangig werden dann die Gren-
zen des néchsten Intervalls gesetzt.

1 Define int_halb()=

2 Prgm

3 :Local f,a,b,n k,c

4 :Disp "Nullstellenberechnung:"

5 :Request "Funktion eingeben: f(x) = " {(x)
6 :Disp "Intervallgrenzen [a, b] eingeben:"
7 :Disp "sign(f(a)) # sign(f(b))"

8 :Request "untere Grenze a = ",a

9 :Request "obere Grenze b =")b

10  :Request "Wie viele Iterationen?",n
11 :For k,1,n

12 : c=(atb)/2

13 : If f(a)*f(c)<0 Then

14 b:=c

5 Else

16 ar=c

17 : EndIf

18  :Disp "Nullstelle liegt in [",a,",",b,"]"
19  :EndFor

20  :EndPrgm

g 11 (1221 DRy

. i Int:h E.l.l.b e .rf?l.g.ﬁfs?emheﬂ :'m_hafbﬂ
c— - Define int_halb()= 2
A Pregm ! Nullstellenberechnung:
Typ: m’ N Funktion eingeben f(x) = x"2-2
Eibliothekszugriff: Lc_'callfﬁa'b‘"‘kc - Intervallgrenzen [a, b] eingeben:
|_Ke = J Disp "Nullstellenberechnung: i )
~20 Request "Funktion eingeben: f(x) = sign{f@@)) = sign(f®)
L‘RKE .Ahbluch E:jsp ::I:I'ntér;allgren.zen EJ_ bl einge untere Crenzea= 1 |
S — isp "sign(f(@)) # sign(f(b)) obere Crenzeb = 2 ."
Request "untere Grenzea = "@
Request "obers Grenze b = b 5 Wie viele Iterationen? 10 =1

Nullstelle liegt in I e Esliegt auf der Hand, dass uns hier nur das letzte Intervall inte-
. 181 725 ressiert und dass wir das Ergebnis lieber als Dezimalzahl sehen
ullstelle lisgt in [ ——, ——]
128500 wiirden.
181 1449
Nullstelle liegtin [ ——, ——
128 1024

Fertlg I. Daher passen wir die Zeilen 18 und 19 entsprechend an:

©2014 T° Europe 50



16

17 . EndIf

18 :EndFor

19 :Disp "Nullstelle liegt in [",a*1.,",",b*1.,"]"

Die Multiplikation mit 1.0 erzwingt die dezimale Ausgabe (approx(a) hétte das auch erreicht.) Wir

zeigen noch den Naherungswert fir den goldenen Schnitt und dann

noch ein Beispiel mit einer fehler-

haften Ausgabe — die aber durch eine falsche Eingabe verursacht wurde.

: Nullstellenberechnung:
Funktion eingeben: f(x) = x*2-2 ) _
Funktion eingeben: f(x) = x"2-x-1
Intervallgrenzen [a, b] eingeben:
sign{f(a)) # sign(f(b))

untere Grenzea= 1

Intervallgrenzen [a, b] singeben:
sign(f(a)) = sign(f(v))
untere Grenzea= 0

obers Grenze b = 2
obere Grenzeb = 3

Wie viele Iterationen? 10 |
Mullstelle lisgtin [1 41406, 1 41504] g

MNullstelle lisgtin [ 1.61802,1.61802 ]

Ferfie ™1

Wie viele Iterationen? 25 '~ Wie viele Iterationen? 10

MNullstellenberechnung: -
Funktion eingeben: f(x) = x*3/4-x"2-3
Intervallgrenzen [a, b] eingeben:

sign(f(a)) = sign(f(b))

untere Grenzea = -2

obere Grenze b = 2

Nullstelle liegtin [1.99609,2.]

Ein richtig sauberes Programm wrde hier noch intern abfragen,
ob tatséchlich verschiedene Vorzeichen an den Intervallgrenzen
vorliegen und gegebenenfalls eine entsprechende Meldung aus-
geben.

Aufgabe 43a Programm mit Fehlerabfrage und anderer Ausgabe

Baue die Uberpriifung einer fehlerhaften Eingabe ein und gib das
Ergebnis as Mitte des letzten Intervalls = halber Intervallbreite
aus.

:Request "obere Grenze b =",b

Af f(a)*f(b)>0 Then
Disp "gleiche Vorzeichen der Funktionswerte!"
Disp "Eingabe {iberpriifen!"
Goto ende

:EndIf

:Request "Wie viele Iterationen?",n

Disp "Nullstelle bei x = ",((a+b)/(2.)),"+",((abs(b—a))/(2.))
:Lbl ende
:EndPrgm

Eingabe iiberpriifen|

obere Grenzeb = 2 M
Wie viele Iterationen? 10
Nullstelle lisgtin [1.99609,2.]

Fernig

o, x=4 57366
solve|—-x“-3=0x
4 |

HNullstellenberechnung: Funktion eingeben: f(x) = x*3/4-x"2-3
Funktion eingeben: f(x) = x*3/4-x"2-3 i Intervallgrenzen [a, b] eingeben
Intervallgrenzen [a, b] eingeben: sign(f(a)) = sign(f(b))

sign(f(a)) = sign(f(b)) untere Grenzea = 3

untere Grenzea = -2 obers Grenzeb = 5

obere Grenze b = 2 Wie viele Iterationen? 10

gleiche Vorzeichen der Funktionswerte| ! Mullstelle bei x = 4.57324+0.000977

Fertig -y
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Aufgabe 44 Newtonsche Naherungsmethode

Diese Methode wird in vielen Texten auch als Newton-Raphson-Methode bezeichnet. Um die Nullstel-
len ndherungsweise zu berechnen, wird die Kurventangente verwendet. Wenn a; der erste Ndherungs-
wert fur eine Nullstelle von f(x) ist, dann kdnnen wir die Tangente an der Stelle x = a; angeben:
y=f'(a)(x—a)+ f(a). Der Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse ergibt sich dann als

X=2a, —% =a,. & ist der nachste Naherungswert. Somit erhalten wir eine Folge &, a,, as, ..., die
a

in vielen Féllen zur gewlinschten Nullstelle — manchmal aber auch zu einer anderen — konvergiert. Es

ist zu bedenken, dass nicht alle Startwerte a; zum gewiinschten Erfolg flhren. Dazu gibt esviele In-

formationen in einschlégigen Quellen.

Ldsung 44 DasProgrammiist nicht allzu schwierig:

1 Define newton()=

2 Prgm

3 :Local fa,a_,eps

4 :© den Ausgabemodus auf 10 Dezimalstellen andern
5 :setMode(1,24)

6 :Request "Funktion f(x) eingeben: ",f(x)

7 :Request "Startwert = ",a

8 :Request "Genauigkeit = ",eps

9 :© Beginn der Iterationsschleife

10 :Loop

11 a_=x—1(x)/d(f(x),x)|x=a

12 :© Genauigkeitsabfrage

13 :If abs(a—a_)<eps:Goto ende
14 ar=a_

15 :EndLoop

16 :Lbl ende

17  :Disp approx(a_)

18  :© den Ausgabemodus auf 6 Stellen riicksetzen
19  :setMode(1,18)

20  :EndPrgm
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Wir haben hier einige zusétzliche Mdglichkeiten eingebaut. Die Kommentare sollten schon ausrei-
chend erklé@ren. In den Programmzeilen 4 und 18 steuern wir die Anzahl der Dezimalstellen. Es lassen
sich auch andere Einstellungen programmintern éndern. In das entsprechende Menl kommst du Uber
> 7:modus > 1:Ziffern anzeigen > ... In unserem Ldsungsvorschlag haben wir keine For —
EndFor-Schleife mit einer vorgegebenen Anzahl von Iterationen verwendet, sondern wir wollen bis
Zu einer vom Benutzer angegebenen Genauigkeit € rechnen. Dazu setzen wir eine Loop - EndLoop-
Schleife ein, die bei erreichter Genauigkeit — zwel aufeinander folgende Naherungswerte haben einen
Abstand < g — verlassen wird.

12]21]31 bm
i *newton” er‘folg, QESDEECIT ernrifen & sneichern b 017
| | oh B T 1: Ziffern anzeigen »
Name: W P: ::e newton{/= 2; Winkel »
| 2 3: Exponentialformat »
158 g 1) Local aa_eps >
) = & din Ansgahesiioriig : Reell oder Komplex 2
Bibliothekszugriff: uEih - 5: Automatisch oder Maherung P
[ Keine [ ¥ Dicmimnionition 6: Vektorformat »
— i i 7: Basis »
Abbruch setMode(1,24) D:Flie 12 |8 Einheitensystem 5
Request "Funktion f(x) & E:Fix0 9: Modus abrufen
Request "Startwert = " aw hd A: Sprachinformation holen

Wir berechnen die Nullstellen vony = x* =3 und vony = X°.

(Fuhre diese Rechnungen auch mit int_halb() aus und vergleiche die Ergebnisse! Welches Verfahren
konvergiert rascher?)

BEE ‘A4 < <l B 122131 DR

newton() Funktion f(x) eingeben: x42-3
S o i Startwert = 1
Funktion f(x) eingeben: x"2-3 ert= 2
S::' (im e o i & s Genauigkeit = 0.0001
= Cenaulgkelt =
akiod . 1.0000000000
Genauigkeit = 0.001 2.0000000000
0.5000000000
1.7320508100 1.7500000000
A ey 0.2500000000
Fertig e 0.1250000000 |
1.7320508100 I S fessiooces
2 1:78205 1.7320508076 | o |
s =i [_0.0312500000 =l

Mit einer einzigen Programmzeile mehr kénnen wir die Ausgabe der Folge von Naherungswerten
veranlassen. Fuhre diese kleine Erweiterung selbst durch.

Aufgabe 45 Numerische Integration — Ober- und Untersummen

Den Wert eines bestimmten Integrals kann man ndherungsweise durch eine Untersumme und Ober -
summe berechnen. Der tatsachliche Wert liegt dann zwischen diesen beiden Summen (siehe Abbil-
dung).

Schreibe ein kurzes Programm, das Ober- und Untersummen bildet und berechne so z.B. _[:si nxdx.
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Ldsung 45  Wir fragen wieder zuerst um die Funktion und anschlief3end um die Integrationsgrenzen
a und b. Das Integrationsintervall wird in n gleiche Teile zerlegt. Damit entsteht eine Folge von Stiitz-
punkten X;, X, ..., X,.1 Mit dem Abstand h=22. Fur die Untersumme bilden wir das Minimum zweier

aufeinander folgender Funktionswerte und fr die Obersumme das Maximum. (Wenn wir ganz penibel
sind, finden wir heraus, dass damit nicht unbedingt die wirkliche Unter- bzw. Obersumme entstehen
muss. Wenn z.B. eine lokales Maximum zwischen zwel Stitzstellen liegt, dann wird nicht das um-
schreibende Rechteck fiir die Summe berticksichtigt, sondern ein etwas kleineres. Dieser , Fehler”
wirkt sich aber bei unseren Naherungswerten tiberhaupt nicht entscheidend aus.)

TvP: [ Programm

Eibliothekszugriff:
[icoms O

ok| | Abbruch

4213141 DN A

r{_a_summe(}

Unter— und Obersumme

Funktion f(x) eingeben: exp(-x"2)
Untere (= linke) Grenzea =0
Obere (= rechte) Grenze b =1
Anzahl der Streifen: 100
Untersumme = 0743657
Obersumme =0.749979

4213141 DN A
u_o_swnme{}
Unter— und Obersumme
Funktion f(x) eingeben: sin(2x)/(x*2+2)
Untere (= linke) Grenzea = 0.2
Obere (= rechte) Grenze b = 1

F Anzahl der Streifen: 100
Untersumme =0.273823 E
= | Obersumme =0.276235 = |

EEEEEY A2 =

Die beiden letzten Integrale lassen sich sicherlich nicht in ge-
schlossener Form berechnen. TI-Nspire™ CX CAS hat ein
noch effizienteres numerisches Verfahren zur Berechnung der-
artiger Integrale implementiert. Das Rechenfenster liefert als

Ergebnis den Wert

0.2

1 0.275036
F1(x) dx

Wir zeigen den screen shot von der PC-Version (Programm + Testlaufe):

. . . n n N
Funktion f(x) eingeben: sin(x) u_o_summe" erfolg. gespeichert
Untere (= linke) Grenze a =0 Define u_o_summe O= &

. Prgm
Obere (= rechte) Grenze b = pi Local fa,b,n,h,x05,us
Anzahl der Streifen: 50 Elisp "Unter— und Obersumme "
Tsiermmme = 1, 9255 Request "Funktion f(x) eingeben: " Lf(x)
Obersumme = 2.06217 Request “Untere (= linke) Grenze a = . I,a
Request "Obere (= rechte) Grenze b= ",b
Fertig Request " Anzahl der Streifen: ",n
b—a
u_o_summeo = s0:=0isu:=0x1=a
n

Unter— und Obersumme For £0,n-1

. . . =su+h min \fAx) Ax+h
Funktion f(x) eingeben: sin(x) Stmsi i (AY] J{Y ))

. 50:=so+/ max (f(x) j{x+h ))
Untere (= linke) Grenze a =0 c=xth
Obere (= rechte) Grenze b = pi EndFor
Anzahl der Streifen: 200 Disp " Untersumme = " approx (su)
Disp "Obersumme = " ,approx (so)
Untersumme =1.98425 EndPrem
Cbersumme = 2.01567
Fertig
bLs 2
sin(x) dx
0 L
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Aufgabe 46 Numerische Integration — Mittel punktsregel
In dieser Methode wird das Intervall [a, b] wieder in n gleiche Telle zerlegt. Die H6he eines jeden
Teilrechtecks ist dann der Funktionswert in der Mitte des zugehorigen Streifens. Berechne auch auf
diese Weise die Integrale von Aufgabe 45 und zeige, dass hier — bei gleicher Anzahl der Streifen —ein
besserer Naherungswert gebildet wird

Losung46 DasProgramm sollte sich von selbst erkldren

I ————————————————

Mittelpunktsregel

Funktion f(x) eingeben: sin(x)
Untere (= linke) Grenze a =0
Obere (= rechte) Grenze b = pi
Anzahl der Streifen: 50
Mittelpunktsumme =2.000329

mirtpkt{)

Mittelpunktsregel

Funktion f(x) eingeben: sin(x)
Untere (= linke) Grenze a =0
Obere (= rechte) Grenze b = pi
Anzahl der Streifen: 200
Mittelpunktsumme =2.000021

~

mittpkt

12113

Define mittpkt O=

Prgm

Local fa,b,n,h,x,ms

Disp "Mittelpunktsregel "

Fertig b—a
h:= :ms:=0
n

x:=a

For k,0,n—1
h

ms:=ms+h- flx+—
2

x:=x+h

EndFor

EndPrgm

Request "Funktion f(x) eingeben: "J{x)

Request "Untere (= linke) Grenze a = ",a
Request "Obere (= rechte) Grenze b= ",b
Request "Anzahl der Streifen: ",n

Disp "Mittelpunktsumme = " approx (ms)

mitepke() =

Mittelpunktsregel

Funktion f(x) eingeben: exp(-x~2)
Untere (= linke) Grenzea =0
Obere (= rechte) Grenze b = 1
Anzahl der Streifen: 100
Mittelpunktsumme = 0.746827

Fertig <

fmf:p»‘\'.f()

Mittelpunktsregel .l
Funktion {(x) eingeben: sin(2x)/(x"2+2) =y,
Untere (= linke) Grenzea =0.2 Jo
Obere (= rechte) Grenze b =1
Anzahl der Streifen: 100

Mittelpunktsumme =0,275040 2

Fertig - 402

Fertig

0.746824

0.275036

Aufgabe 46a Numerische Integration — Trapezregel

Nach der Trapezregel werden keine Rechtecke ein- bzw. umschrieben, sondern Trapeze. Das k-te Tra

pez hat den Flacheninhalt h- f(xk”;(xk +h)

. Berechne die bestimmten Integrale von vorhin auch

auf diese Weise. Kannst du einen Zusammenhang zwischen Trapezregel und Unter- bzw. Obersumme
erkennen? Nutze diesen Zusammenhang und baue die Trapezregel in das Programm aus Aufgabe 44

en.
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Aufgabe 47 Flachenberechnung in Polarkoordinaten

Eine Kurve liegt vor in Polarkoordinatendarstellung: r = f (6). Die Fl&che, die von dieser Kurve bei
einem Umlauf von r begrenzt wird, ist gegeben durch

A=["1r?de.

Warum?

Losung 47 Wir wissen, dass die Kreisflache r’z =1r?- 2z betrégt. Der Flacheninhalt eines Halb-
kreisesist demnach £ =1r°7z. Ein Kreissektor mit dem Offnungswinkel & hat den Flacheninhalt
1r?0. Esist einsichtig, dass ein infinitesimaler Kreissektor den Inhalt r?dé aufweist. Wenn wir nun

Uber den ganzen Winkel 8 = 2z aufsummieren, ergibt sich die obige Formel. Fir manche in Polarko-
ordinaten gegebene Kurven brauchen wir da—im Gegensatz zur Berechnung mit einem graphischen
Taschenrechner wie z.B. dem TI1-84 — kein Programm sondern wir berechnen sofort:

zuerst die Flache begrenzt von der Kardiode aus Aufgabe 19, dann die Fléche einer Ellipse.

] 11 12 F *Cahier33 =
)= sla)) ey = 185y wip &
o) =2 (1+cosld)) Fertig - 5 elg) o 08 Fﬁ:f :
"2 6 o ‘\ 1+0 8 cosl@)
2 s S _
(‘1- [rt'aii“']da / 2 9 308423
; f I,
13 (-4/00,1.52¢3) (044,17 9se-¢ \l 1,619”2}'“
0 b+ IS < 2
% {-1.78,0) i 0
222133 % 9 275866
R ] |
L3 = . NS PR : .
29| e -1.59 Y 559

Dieses Integral (Ellipse) kann auch anders ndherungswei se berechnet werden. Aus dem Graph der
Ellipse lesen wir mdglichst genau die Lange der Halbachsen a und b ab und berechnen A= ab-x. Da
wollen wir doch gleich unser Programm zur Mittel punktsregel testen:

Uber die Taste kommen wir zur Ubersicht tiber alle in diesem Dokument verfiigbaren Variablen,
Funktionen und Programme. Ein Klick auf mittpkt bringt den Programmaufruf in die Eingabezeile.

|fea

wdgraph
Adint_halb
wdint_halb2
[iz|k
o~

Mittelpunktregel =

Funktion f(x) eingeben: 1/2*re(x)"2

Untere (= linke) Grenze a= 0
Obere (=rechte) Grenze b = 2pi
Anzahl der Streifen: 100

ot
Hiddau_g
ij'w'i:1 0 275866 Mittelpunktsumme = 9.308423
ﬂ1;re i Fertig
faso & ™ 5/93 110

Mit dem Ergebnis kdnnen wir wohl zufrieden sein.

Achtung: Diese Flachenberechnung — in Polarkoordinaten — gilt nur fir Kurven ohne Schleifen, die
ein bestimmtes Gebiet G umgrenzen, wo mit jedem Punkt P € G auch der Strahl OP vollstandig in G
enthalten ist. Anderenfalls muss der Fl&cheninhalt in entsprechende Teilintegrale zerlegt werden.
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4.3  Jetzt ohne Programmieren ...

Im Folgenden wollen wir zeigen, wofiir TI-Nspire™ CX CASim Bereich der Analysis noch einge-
setzt werden kann. Von besonderem Interesse sind die analytischen und numerischen Mdglichkeiten
einfache Differentialgleichungen zu | 6sen.

Die Grundaufgabe zur Differentialgleichung ist das Auffinden der Funktion y = f(x) ausihrer Ablei-
tung y' =G(X,y). Einige Typen von Differential gleichungen lassen sich durch Integrieren — und eini-

ge Tricks — l&sen, aber bei weitem nicht alle. Doch I&sst sich der Graph von f(x) mit TI-Nspire™ CX
CAS auf einfache Weise — unter Anwendung der eulerschen Methode oder des komplizierteren Run-
ge-Kutta-Verfahrens — finden.

Mit y' = f'(X) =G(x,y) ist eigentlich in jedem Punkt (X, y) der Ebene ein Richtungsvektor (eine Tan-
gente) gegeben. Wir kdnnten in jedem Punkt ein kleines Stiickchen Tangente zeichnen. Das fihrt zu
einem Richtungsfeld. Wenn wir z.B. das Richtungsfeld zur DGL y' = x zeichnen, kann dies zunéchst
S0 aussehen:

\667 T o .: { I, h

Wie gelangen wir nun zum Graph von f ? Nimm an, dass wir von einem Punkt (xo, Yo) verlangen, dass
er auf der gesuchten Kurve liegt. In diesem Punkt kennen wir den Richtungsvektor (1, y' =G(X,, Y,))-
Wenn wir nun einen kleinen Schritt h > 0 nach rechts (in positiver x-Richtung) und gleichzeitig einen
Schritt h-G(xo, Yo) in y-Richtung gehen, folgen wir ein kurzes Stiick Weg langs der Tangente und ge-
langen zu einem néchsten Punkt (X, Y;) = (X, + h,h-G(X,, Y,)), der wohl sehr nahe bei der gesuchten
Kurve liegt. In diesem Punkt fihren wir die gleiche Prozedur durch und gelangen zum Punkt (X, y2)

u.s.w. So folgen wir Schritt fir Schritt — aber doch nur ndherungsweise — dem richtigen Graph. Esist
klar, dass die Qualitét des Verfahrens von der gewahlten Schrittweite h abhangt.

(.9
.--""'_'_H_'_'_'—_H‘
(%5.¥p) Ay'=hG0%.5)

y=Ti0)

Wenn wir die so gewonnenen Punkte verbinden, erhalten wir schon eine recht gute Annaherung zur
gewtinschten Losungs-(Integral-)kurve y = f(x) der DGL. Wir haben aber eine freie Wahl: der erste
Punkt (xo, Yo) kann frei gewahlt werden und er liegt dann immer auf der Ldsungskurve. In unserem

Beispiel scheint die Losung die Form einer Parabel zu haben.
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] © die allgemeine Losung der DGL

— deSolve (J/'=X,XJ‘) x2

= y=—1cl
T T 1 2
/| Y
[ © spezielle Lésung durch (3, 4)

[ | ] deSolve (y'=x and }'(3)=4,x,y) 2 1
X, e
R Ty S
|
[ w2 Fertig
2

In diesem Fall hatten wir die Lésungskurve auch durch Integration mit y = X? + C mit einem geeigne-

ten Wert fur ¢ finden kénnen. TI-Nspire™ CX CAS macht auch dies fiir uns. Der rote Graph ist die
exakte L 6sung der Differentialgleichung mit der gegebenen Anfangsbedingung.

Wie bringen wir das nun allesin den TI-Nspire™ CX CAS?

Aufgabe 48 Differentialgleichungen — Richtungsfeld — eul er sches Verfahren
Erzeuge das Richtungsfeld zur DGL y' =—-2xYy. Zeige, dass TI-Nspire™ CX CAS die Methode von

Euler verwendet. Bestimme auch die allgemeine Ldsung der DGL. Ldse dann auch die DGL y' = e*.

Ldsung 48 Wenn wir das Richtungsfeld zeichnen wollen, missen wir in einem Grafikfenster be-
ginnen.

& 1: Aktionen 3 411 (1221 TR RN BN ‘crids
(5 2: Ansicht 4 i . .
#,3: Graph=Eingal| - 1: Funktion . Ey1 {2xy | & s Ey1 {2xyr | &
1 4: Fenster/Zoom{ & 2: Gleichung » (toyle) L )R = (oyla (0 .4 )2y =
/5, 5: Spur /v 3: Parametrisch
\k'6: Graph analysi|s& 4: Polar _ i)
=il 7: Tabelle k= 5! Streudiagramm ; sla
A 8; Geometry E6 Folge » 1 e X j:l -'m \

8l Dittarent : ; —tr] X
11 9: Einstellungen t== 7: Differentialgleichung Ho A 10 1o ) 10

-6.67 -4.09 -4.09

Ohne Anfangsbedingung gibt es keinen Graph! Uber die Attribute zeichnen wir die Punkte klein und
verbinden sie, um eine Kurve zu erhalten. Weitere Einstellungen zur graphischen Losung der DGL
erhalten wir Uber die[...] neben der Eingabezeile. Hier finden wir u.a. die Angabe des Ldsungsver-
fahrens.

JER X ‘1 Differe wng
losmpsmene[cus LIS E | desovelym2e 7m0
' a1l
1 iterationen zwiscilal
1 Runge-Kutta E ( 2 ) =4
f — L — solvely=c- ™ ¢)x=0 and y=4
AN Feld| steigun
] / ! \[?namunn o [ oL & © oder direkt: k
10.13 LR | o 9.57] [0 Achsen| Standard ( 1 1 | 71
= deSolvely=-2-x y and 1{(0)=4,x)
— b v . [ 5
: ‘D || TR S
4 |3* |ok| | Avbruch y=te
616 - o =

Die CAS-Losung ist leicht gefunden.
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Bei der zweiten DGL finden wir die graphische Losung ebenso einfach. Die exakte Ldsung kann hier
nicht gefunden werden, da die Funktion nicht integrierbar ist.

T2 E ,
d1: A iy | deSolve(y'=e & Jx,y) y=_[e'x
(xoylor (0 .4 )8 = |
—————— A
—————— /f e s e S A
_)_ [ . N
—————— I
1L

.................. - d
9.69 jieg, il 10.31

dx+cl

=

Haben wir hier Uberhaupt keinen Zugang zur Lésungskurve? Oh, doch, denn esist ein Leichtes, eine
Wertetabelle zu erstellen. > 7:Tabelle > 1:Tabelle mit ... zeigt uns sofort die Wertetabelle der
Integralkurve. Wir kénnen — missen aber nicht - die linke Halfte [6schen und Uber > Werte-
tabelle > Funktionseinstellungen bearbeiten ... den Tabellenanfang, aber vor alem die Schritt-
weite unseren Winschen anpassen.

T Abhangig: | Auto I

X 7. Aktionen ; = T R
13 2: Ansicht 4 10038 5 -~ % |DE1y1Y -]
#} 3! Graph-Eingabe/Bearbeitung ¥ - ’W—
1 4: Fenster/Zoom 3 ! 5
i\, 5: Spur 3
V! 6: Graph analysieren »
&t ' T
11i 9: Einstellungen ... l X, |
Fo69 1 1030 585 - 1 141515 | 4 936 2
296, X 1] 4 936200560 [ 4 v ]
10038 45 : x |DE1 .y‘l_!’i =
[Tabeuenanrang: -2 | intergolat.,
| Schtweite
{ Unabhangig: Auto | o |

==

[ 1: Aktionen
aa 1: Tabelle entfernen

-12: Spalte loschen
" |3: Funktion auswahlen...
- 14: Ausdruck bearbeiten

DE1y1¥| =

'inrerpolat.. i

1

Aufgabe 49 Differentialgleichungen — Richtungsfeld — eul er sches Verfahren

X
1031 &

Das Verfahren von Euler ist nicht besonders gut. Es kommt leicht zu ,, merkwirdigen® Ergebnissen.

Sieh dir z.B. die graphische Lésung von y' = _2 mit yo(Xo =—1) = 1 an.
y

Ldsung 49

-2
Myl =
d1 24 vl
eyl (-1 .1 1.2 =
\ . LB
19,31 5 B o 105;'
FI i r
ey $ ;
28T /

EBEEREEY> ‘cerdd =
deSo]ve()/

-2
deSolve|y'=— and ]{ 1)= 1xy
¥

Al

=
yo=CcI-4x

-2
=—xy
¥

2
Yok x=3

so]ve(y‘" =g x— 3.y)

1--'.‘-4- x-3 and 4 x+3=0 or)»-J-é-x-B L |

1

[ y1

(Xayla)
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Eine kurze Rechnung zeigt, dass die Losung eine Parabelhdlfteist. In der Nahe ihres Scheitelsist die
Tangente fast senkrecht. In derartigen Punkten ist die eulersche Methode sehr sensibel beziiglich
kleinster Abweichungen und kann daher nicht mehr zu einer verniinftigen Naherungskurve fiihren.
Ganz anders verhdlt sich die Runge-K utta-Methode, welche die Kurve recht ordentlich erzeugt (rech-
tes Bild).

Aufgabe 50 Differentialgleichungen — Richtungsfeld — eulersches Verfahren
Wenn wir die x-Achse as Zeitachse interpretieren, dann wird eine horizontale Asymptote den nach
léngerer Zeit erreichbaren stabilen Zustand darstellen. Betrachte die DGL y' =sin(2y) . Wie hangt ihr

langfristiges Verhalten vom Anfangswert ab?

Losung 50  Wir kdnnen den kleinen Button in der letzten Zeile (weil3es Plus im griinen Kreis) ver-
wenden, um eine Tabelle zu 6ffnen, in die wir mehrere Anfangsbedingungen eintragen kénnen.

@y i [,m(n 1) . @ vil % Vi '
(xoyta) Aniangsbedmgunghmzufugen (xoy1 I:H-E X =
1 & [-1 1[- 1
Fo 1 1% Fo 2% | !‘ | 1% F1o 1 \ 1%
| E— - ;

|§{ | Abbruch|
-6.67 .67 | -6.67 T..

d 42 [51 ] 52 DT CRSS

deSolve [y’=sin(2 : y},_\"y}

'(ln(cos(i 'y)-l'l) -ln(sin(_?' y]))

BRI ki3
[ -lin(cos(2 3)+1)-1nlein(2 5))) »

Mvv\ 2

o
L3

x+cl e
2 L'=lan"{e‘2 x+2 “)4-:1_? 7 and sm(’_J l:m"('
1

o ) : ] Tolvelans,y| lim [lzn"(eg'x+2'c‘r)+n3- JT) A2

X0 2

lim (tan"(e‘? x+2 “']mz- n] it

” X 4=

_/_ -6.67 1. . k =1

Fir die vier Anfangsbedingungen erhalten wir die Gleichgewichtslagenbei y = y = J_r%. Dach es geht

noch weiter. Die Punkte der Anfangsbedingungen lassen sich mit dem Cursor verziehen und da mer-
ken wir, dass die waagrechten Asymptoten geradezu springen und zwar nach beiden Richtungen. Neu-
gierig geworden lassen wir unser CAS arbeiten: zuerst wird die DGL gel6st. FUr dieses Ergebnis hétte
wir héndisch sicherlich l&nger gebraucht. Die implizite Losung lasst sich sogar explizit machen —und

dann bilden wir die Grenzwerte fr X — +o0. Die Kurven gehen in positiver Richtung gegen k-7 +%

und in negativer Richtung gegen Vielfache von 7. Dasist sicherlich ein unerwartetes Ergebnis, zu dem
wir mit Hilfe des CAS rasch und mihel os gelangen. Warum das nun so ist, sagt uns das CAS nicht, da
missen wir selbst unsere mathematischen Kenntnisse einbringen.
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5  Einige weitere Méglichkeiten von TI-Nspire™ CX CAS

5.1 Ldsen von Gleichungssystemen

Mit Hilfe des CAS lassen sich — lineare — Gleichungssysteme miihel os | 6sen. Daflr stehen sowohl der
Befehl solve als auch rref zur Verfligung. rref stiitzt sich auf die gaul3sche Eliminationsmethode

Gleichungssystem erstellen solve|

3 x—y+z=10

x+4d y=3-z=0 x .z
5 x—y+z=-5

Gleichungssystem Sl

Anzahl der Gleichungen

:Ek,i |.Abbluch_.|

-15 245
x-T and y=90 and Z-T

X

P E3
] 100 —
010 90

*Kap

1
0

K
mt‘w 0
=5

3 =l L
1 4 -3
5 =ik ol

Matrix

Zeilenanzahl E’
% g J_ Vol e [g|{as| {3" {a | {8 | Spaltenanzahl 001 —
o5 0 e (3 [ e £  —
2| fin a2 |ox| | avorucn|

-

Fir beide Methoden verwenden wir die Vorlagen [«]. Wenn wir mit rref() von der K oeffizientenmatrix
ausgehen, konnen wir in der letzten Spalte die Lésungen ablesen. Dieses Beispiel ist der Idealfall mit
einer eindeutigen Lésung. Wie TI-Nspire™ CX CASin den anderen Féllen reagiert, wollen wir in den
Aufgaben erkunden.

Aufgabe51 Verwende eine Vandermonde-Matrix um eine Polynomfunktion vom Grad n — 1 aus
n gegebenen Punkten des Graphs zu bestimmen.

Ldsung51 Bei gegebenen n Punkten kénnen wir davon ausgehen, dass die Polynomfunktion vom
Grad n—1ist und die folgende Form hat:

f(X)=a, +ax+ax’ +a,x’+..+a X"
Gesucht sind die K oeffizienten ag bis a, 3. Der Funktionsgraph enthédlt die Punkte (X1,¥1), (X2,Y2), .-,
(XnYn). Mit diesem Wissen ausgestattet 1&sst sich ein lineares Gleichungssystem aufstellen:

f(:cl) = a-o—ﬂllflﬂ—&g;l"%-i—...—an 1.1"1 e q
flzs) = ap+aza+aszd+ ... +a, 125" - 2
f(‘rﬂ) = ap+ 1T, + \'-121'?1 + ...t Qe 1.1""' E— Un
Das Gleichungssystem stellt sich in Matrixschreibweise so dar:
1z 22 ... 27! ap n
1z 22 ... 23! a Yo
1 Tn ;T?rzi e 32_1 (L Un
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Diese Matrix der Potenzen der x-Werte wird Vandermonde-Matrix genannt. Mit Hilfe der um die
y-Werte erweiterten Matrix wird dieses System mit der gaul3schen Methode gel 6st.

1

I

L2
Iy

L3

n—1

Ty (7

A
: |

372_1 | ¥n

Nimm an, dass die Punkte (2,7), (3,4), (4,1), (5,4) und (7,—2) gegeben sind. Wie lautet die Funktion
4. Grades, deren Graph durch diese Punkte verlauft. Stelle auch den Ergebnisgraph dar.

,F(x}:-a'ﬁ'+a'}|’-Jr:m':’-xz+z1r3-_1(3+.:z:.f'x4
Fertig
2)=7
3)=4
solve| 4)=l ada f,aﬁ",aB’.aJ
5)=4
7)=-2

af=-65 and a}-ﬁ and a}ﬂ and a®
10 20

ef]

=1 10000
3 -9 0100
and g3=— and gd=—
2 10 20
00100
8 16 7
27 8l 4 00010
64 256 1
125 625 4
- P 00001
777 =2

2

-819

b
»

k 1: Aktionen
[ 2: Ansicht
#1:3: Graph-Eingali /- 1: Funktion

1 4: Fenster/Zoom > 2: Gleichung »
/5, 5: Spur /v 3: Parametrisch

\k'6: Graph analysi|s® 4 Polar

A 8: Geometry 12 6 Folge »

[ 0 oY . .
#11 9: Einstellungen b= 7 leferentlal;llelchung

-6.67

Bs1 {oides),

819

2 73
< Y e

10

Al

11.44

11.44 1
-3 44

Aufgabe 52 Lose diefolgenden beiden Gleichungssysteme auf beide Arten. Interpretiere die Ergeb-
nisse, die mit der rref-Methode ausgegeben werden.

a)
4x—-3y+2z2=10
6y+4z-5u=-10

©2014 T? Europe

b)
2a+3pb-4c-d=-5
a+2c=3
2b+3d=0
da+5b+2d=-1
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Ldsung52 DieBildschirme zeigen die Vorgangsweise.

4 x=3-y+2-z=10 =
1 8 6
) “‘( 6 y+d z-5 u=-10 "> "]
a2 a-10) 2 (2 e243 ¢ nef[[4 320 '101)
and u 5 06 4 -5 -10
Gl 5
-1\—,;+3z—10 L0l e =
soiw 8 4
6 y+d z-5 p=- 10 2 5 -5
u-2- (4 2-5) and ot (2:z+5)! 01 = e s
6 I .
fa -2 5 n -1nl) =1 ) =l

Bei Aufgabe a) gibt es zwei Parameter, die TI-Nspire™ CX CAS mit c2 und c3 bezeichnet. Vom Pro-
gramm aus werden x und u in Abhangigkeit von diesen Parametern dargestellt. Wir konnen die Vertei-
lung der Parameter steuern, indem wir gezielt z.B. nach x und y I6sen lassen. Das Herausl esen der
Losung aus der mit rref umgeformten Matrix erfordert zusétzliche Rechenarbeit. Die zweite Zeile wird
interpretiert als y+§z—§u = —:—53. Nach y aufgel 6st finden wir den gleichen Term wie im linken Bild.

Der Wert fur y ist in die erste Gleichung einzusetzen und diese nach x aufzul dsen.

20 3 0
2-a+3 b-4 c~d="5 4 9.0 2 5l
a+2-¢=3 -11
solve o han il abed 100 = 0
4 a+5 b+2 d=-1 3.
false l -t 5 .
= e 11
2 34 -1 5 001 — 0
meffl2 0 2 0 3 16
QR RO 000 0
45 n 2 -1 & | =

In Aufgabe b) ist in der letzten Zeile ein Widerspruch zu sehen (0 = 1), daher gibt es keine L ésung.

Aufgabe 53 Mit TI-Nspire™ CX CAS lassen sich auch nichtlineare Gleichungssysteme |6sen. Lése
die beiden Systeme
a) b)

Xy+z-2zy=3 sn(x)+y=2

x* +y* =10 X+ cos(y) =2

XZ+3Xy=X+Y

Lésung53  TI-Nspire™ CX CAS hat —wie, groe* CAS-Programme — einen Algorithmus zur L6-
sung von polynomialen Gleichungssystemen implementiert (Grdbner Basen). Allerdings kann die
Berechnung lénger dauern oder bei zu komplexen Aufgaben Uberhaupt verweigert werden. Aufgabe
53 @) fuhrt zu insgesamt sechs L ésungen, die numerisch ausgegeben werden:

X y+z-z y=3 X y+z-z y=3
solveliy 242210 XNz solveliy 242210 XNz

X z+3 x y=x+y X z+3 x y=x+y

x=-3.15302 and y=-0.241774 and z=1.802 43.06981 and _1--'Of59139 and 2-3.03012|
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Wir lassen dieses System — zur Kontrolle — auch den Vorgénger von TI-Nspire™ CX CAS (DERIVE)
|3sen:

2 2

SOLVE([x-y +2z - 2z.¥y=3, X +¥ =10, X-2Z + 3:y:X = X + y], [x, vy, 2]) = |x=3Ay=1a2z-=

e =

3

5 4 3 2
59850990-.z + 265403184.z — 1032200331.z - 1080487627.z + 871790297.z + 1149427175
AY =
917323160
5 4 3 2

73902690.z + 269396004.z — 1686149601.z — 933032267-z + 4651141587.z + 491809435

- A
917323160
5 4 3 2

30.z + 48.z - 827.z + 1181.z + 429.z = 845

5 4 3 2

SOLUTIONS(30.z + 48.z - 827.z + 1181.z + 429.z = 845, z)

[-6.608494773, 3.030124048, 1.802002828, 0.9760779182, -0.7997100224]

[ —2.261478391 y = 2.210365424

3.069805913 y = -0.7591387038
-3.153021599 y = -0.2417742253
0.3324902500 y = -3.144749629

0.4122038355

y = 3.135297114

Interessanterweise liefert uns TI-Nspire™ CX CAS gleich auf Anhieb ale 6 Lésungen, wahrend uns
DERIVE hier nur den Weg dazu weist. Das Gleichungssystem wird umgeformt: eine L ésung besteht
aus rationalen Zahlen, alle anderen sind in der letzten Gleichung fir z, versteckt”. Die Gleichung 5.

Grades kann nur mehr numerisch geldst werden. Wenn wir nun alle 5 (hier zuféligerweise reellen)
Losungen in die Terme fr x und y einsetzen, erhalten wir auch die vollsténdige L dsung.

Aufgabe b) liefert sofort eine Ldsung mit dem Hinweis, dass es weitere Ldsungen geben konnte. Um
diese eventuell zu finden zeichnen wir die Graphen zu den beiden Gleichungen und sehen, dass es
wirklich nur einen Schnittpunkt — und damit auch nur eine Losung des Gleichungssystems gibt:

ANz

Al 2 2
#jx=+y==10
X z+3 x p=x+y

43.06981 and »=-0.759139 and z=2.03012

Achtung

Weitere Losungen maglich. Versuchen Sie,
Ober— und Untergrenzen und/oder inen
Schatzwert anzugeben

Eelsplele mit sotve(:

£

| m

{:-m mmi *Kap

(.\'}=c05"{2 -.r)

)
. 1

sin(x)+y=2 * sotve(Gleichung, /
A 5°“’°({x+cosd)_,,2 5‘}') | | Var=Schatzwer|UntGrenze<Var<ObGrenze . (1.46, 1019 J
r x=1 46446 and y=1.00565 e e & e,
=
= | | -39 5
3
©2014 T* Europe 64



5.2 Animationen

Auf den Seiten 20, 22, 26 und anderen wurde schon auf die Moglichkeit hingewiesen, mit Hilfe des

Schiebereglers eine Animation durchzufihren. Dieses wertvolle Werkzeug wird hier nochmals an

Hand einer Aufgabe beschrieben.

Aufgabe 54 Untersuche mit einer Animation die Bedeutung des Parameters b fir den Graph der
Parabel y=ax’+bx+c. Zeichne auch die Gerade y = bx+ c. Wahle geeignete Werte firr a und c.

Losung54  Wirwahlena=-1und c = 1. Fir b installieren wir einen Schieberegler.

k 1: Aktionen| & 1: Zeiger

51 2: Ansicht | 2: Auswahlen »
i 3: Graph-6|® 3: Ausblenden/anzeigen

1 4: Fenster/d== 4: Attribute

%, 5: Spur # 5: Bedingungen festlegen
\t'6: Graph af€ 6: Alles loschen

Bl 7: Tabelle |mr 7; Text

3:Animiert

4:Entfernen
1

4~ 8 Geometr
11l 9: Einstellus

8 Koordinaten/Gleichungen
b 9: Berechnen

2 A:Neu definieren

-6.67

Schiebereinstellungen

{ Anfangswert [g—
S —
Maximum ls—i

Stil

—— r
[0 | Schrittweite [ ¢ 4| I

Horizontal

-

¥| EADbluch

b E: Schieberegler einfugen

1.1

*Micht gespeicherte —

B 26)-b <41l =
(T2 I .
N : 1:Verschieben
2:Einstellungen. ..
& 3:Minimieren
¢ f’ \.\
10.06 i 9.94| [F10.06 10.06 1
N
k
-4.47 -4.47 -4.47

TVerschieben
2:Einstellungen. ..
Z:Minimieren

S:Entfernen

4{\nimierung stoppen

*Nicht gespeicherte —

10.06 1

-4 47

*Nicht gespeicherte —

Es stellt sich heraus, dass der Parameter b der Anstieg der Kurventangente im Schnittpunkt mit der

y-Achseist.

Mit einem Klick auf den Schieberegler wird die Animation gestoppt.

Durch Einfihrung von Schiebereglern fur die Koeffizienten a und ¢ wird weiter verallgemeinert. Eine

gleichzeitige Animation von mehreren Reglern ist wohl méglich, bringt aber hier keinen Nutzen.
Wenn mehrere Schieberegler verwendet werden ist es— vor allem am Handheld — sinnvoll, diese zu

minimieren.
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5.3 Hullkurven und Ortslinien

Mit dem Werkzeug Geometrischer Ort auf einer Geometry-Seite kann man die Ortlinie eines Punk-
tes oder die Huillkurve einer Geraden oder eines Kreisesin Abhangigkeit von einem bewegten Objekt
(Punkt) erzeugen. Dafur wollen wir drei Beispiele zeigen.

Aufgabe 55 Erzeuge den Einfall eines Lichtstrahls Giber einen Tassenrand (siehe Aufgabe 19).

Losung 55  Offne eine Geometry-Seite, zeichne einen Kreis und auf diesem einen Punkt, der fest
bleiben soll. Dieser Punkt symbolisiert die Lichtquelle. Von diesem Punkt gehen die Lichtstrahlen aus
und werden am Kreis gespiegelt. Zeichne einen derartigen Strahl und spiegle ihn am Kreis mittels
einer Achsenspieglung (= Spiegelung an einer Geraden). Wenn der Auftreffpunkt des Strahls am Kreis
bewegt wird, ergibt sich eine Kardiode als Hillkurve der reflektierten Strahlen.

“JaLists & X

6:Motes hinzufagen

_§7:Vernier DataQuest™ hinzufigen

= 1:Calculator hinzufugen
181 2:Graphs hinzufugen

gen
preadsheet hinzufigen
1]5:Data & Statistics hinzufiigen

menu drucken

k 1: Aktionen
151 2: Ansicht
1,3 Spur

() 5: Formen

% 6: Messung

-7: Konstruktion
.-* 8: Abbildung

11l 9: Einstellungen ...

* 4; Punkte & Geraden

¢ 31 Schnittpunkt(e)
~ 4 Gerade

~= 5! Strecke

— 6: Halbgerade
yi7: Tangente

~ 8 Vektor

(™ 9: Kreisbogen

k 1: Aktionen
151 2: Ansicht

i3 Spy
. 4 PurcJ

52 Dreleck

=speicherte —

Q 5: Forl 73 Rechteck

®6: Me

7 4 Polygon

A-7: Korl¢'y 5: Reg. Polygon
.-+ 8: AbQ g Ellipse

111 9: Ein{>| 7: Parab

el

26 8: Hyperbel
©39: Kegelschnitt durch funf Punkte

Kreis

& 1: Aktionen
151 2: Ansicht

3 Spur

* 4; Punkte & Geraden
() 5: Formen

% 6: Messung
-7: Konstruktion

.-* 8: Abbildung

11l 9: Einstellungen ...

* 1: Punkt
- 2; Punkt auf
2 31 Schnittpunkt(e)
~ & Gerade

-

— 6: Halbgerade
yi7: Tangente
~ 8: Vektor

(™ 9: Kreisbogen

*Nicht gespeicherte —

k 1: Aktionen
151 2: Ansicht
1,3 Spur

* & Punkte & Geraden b

() 5: Formen
%6: Messung
\-7: Konstruktion
.-+ Abbildung

11l 9: Einstellungen ..

3

3
-+ 1: Punktsymmetrie
RY D A 2nspieqe

R Verséhiebung

.= 4; Drehung
£-5: Streckung

*Nicht gespeicherte —

*Nicht gespeicherte —

k 1: Aktionen
151 2: Ansicht
1,3 Spur

b
3

»

Lan

* & Punkte & Gera
() 5: Formen
% 6: Messung
-7 Konstruktion
.-* 8: Abbildung

11l 9: Einstellungen .

v ‘Senkrechte

|= 2: Parallele

A 3: Mittelsenkrechte

£- 4; Winkelhalbierende

.+ 5: Mittelpunkt

(5. Geonratrischer Ort

©7: Zirkel
¢ 8: MaBubertragung
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X .‘\‘\"\‘., -4;’-", /
‘w.‘\“‘{ii"-w’
\ORA, L

< RS

Die Farben kénnen frei gewahlt werden und Uber die Attribute lassen sich weitere ,, V erschonerungen
ausfihren.

Willst du die Entstehung der Kardiode verfolgen, dann |6sche zuerst die Hillkurve und wéhleim
> 3:Spur > 1:Geometriespur und bewege den Punkt am Kreis. Der Punkt muss mit der [tab)-
Taste angesprochen werden.

k 1: Aktionen
I3 2: Ansicht
/%,3: Spur netriesp
P —— B —a k, ur ldechen
= 4: Punkte & X 2: Geometriespur loschen
(=) 5: Formen b
% 6: Messung 3
3
b

& 0

_\7: Konstruktion
.= 8: Abbildung
17, 9: Einstellungen ...

Aufgabe 56 Die klassische Ellipsenkonstruktion

Ldsung 56  Wir setzen die Kenntnis der klassischen Brennpunktsdefinition der Ellipse voraus: sie
ist die Menge aler Punkte, deren Summe der Absténde von zwei festen Punkten — den Brennpunkten
— konstant 2a ist.

Versuche mit den Mdglichkeiten, die im Geometry-Fenster geboten werden, diese Konstruktion
durchzufthren. Die Achsenléngen lassen sich dann beliebig mit dem Cursor veradndern. Der variable
Punkt wurde auf der Hauptachse angenommen.

Im letzten Bild rechts wird in der oberen Halfte die Ortslinie und in der unteren die Spur der Punkte
gezeichnet. Elemente werden aus- und wieder eingeblendet Gber > 1:Aktionen > 3:Ausblen-
den/anzeigen.
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Aufgabe 56 Und nochmals die Kardiode!
Zeichne einen Kreis und fixiere auf ihm einen festen Punkt. Betrachte nun alle weiteren Kreise, deren

Mittel punkt am gegebenen Kreis liegen und die durch den fixierten Punkt gehen. Erzeuge die Hull-
kurve aller dieser Kreise!

L 6sung 5/
mm ABER »  *MNicht gespeicherte — k 1. Aktionen »

[ i —

?1_2. Ansicht 4 o

5,3 Spur »

* 4 Punkte & Gera( }_1; Senkrechte

4 5: Formen = 2: Paraliele

% 6: Messung A 3: Mittelsenkrechte

_\-7: Konstruktion  |.Z£- 4: Winkelhalbierende

.-* 8: Abbildung .-+ 5: Mittelpunkt

WA SLECE TR 6 Geometrischer Ort
©7: Zirkel
- 8: MaBubertragung

m||' *Nicht gespeicherte < {I/E3 |> *Nicht gespeicherte —  {1|F3

Wenn wir den Radius des festen ersten Kreises verkleinern, kénnen wir die ganze Kardiode deutlich
sehen. Fir die graphische Gestaltung haben wir mehrere attraktive Moglichkeiten. (Tipp: wenn du die
Kreise bearbeiten willst, dann blende zuerst die Kardioide aus.)
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5.4 Taylorpolynome

Sei f eine Funktion, dann ist das Polynom t,(X,%o) das Taylorpolynom n-ten Grades, das die Funktion f
an der Stelle x = xo approximiert.

(Xo) (Xo) ’"(Xo) (Xo)

t (X %) = F () + =27 (X = %) + —— 25 (X = %) + =22 (X = %)+ ) %)"

Aufgabe 55 Taylorpolynom fiir den Sinus
Verwende die Funktion taylor TI-Nspire™ CX CAS um sin(x) durch Taylorpolynome vom Gradn=1
bis n = 1% an der Stelle X, = 0 anzundhern. Setze dazu einen Schieberegler ein. Animiere den Grad n.

L 6sung 55

*Micht gespeicherte — {:-n n Schiebereinstellungen ‘-n m 1.2 44 *Micht gespeicherte —

ff(r}: =sinix,

Fertig Varla ble

{l3n \
© Taylorpeolynom 5. Grades Anfangswett | -
mylor{f?[x})(,s,ﬂ) x3 xs Minimum (1 \
R X — Maximum | 15 N /\\ 1 /—\
S ro Schm‘twe:te 1] i Hin 1 \‘v i
© Taylorpolynom vom Grad n il m@ ! I".
c):=taylorlf1(x) x,m,0 Ferti —_———
£2(x): =taylor{f1(x) x.,0) z ) '.
o = y - 6.67 \
‘EE *Micht gespeicheie <
|II k
I|I fl {r}-sin(x]
o NN LN
s TR \ B
| f2| rif1lx),x,n,0)
k | |
|I '
| -6.67 -5.67 |

Du kannst deutlich sehen, wie gut das Polynom 15. Grades die Sinusfunktion im Intervall [-7,+7]
annahert. Alle trigonometrischen Funktionen werden programmintern durch Taylorpolynome auf die
erforderliche Genauigkeit berechnet. Anlasslich der Animation fallt auf, dassfirn=3 und n=4das
gleiche Polynom erscheint, dann fir n =5 und n = 6 wiederum das gleiche u.s.w. Ist das ein Fehler
von TI-Nspire™ CX CAS oder hat das eine andere Ursache?

Aufgabe 56 Ermittle die Taylorpolynome vom Grad 1 bis5 fir f(x)=€*%-cos(2x) and der Stelle
X =%..
Ldsung 56  Wir erzeugen alle Taylorpolynome als eine Folge.

EEREEAERN’ ‘Nichtgespeichere — {IE3M <« EEREEREEY> ‘Nichtgespeichete < {IEN «EERERREER> ‘Nichtgespeicherte <

f1lc)=e02 % 5in(2-x) Fertig °)

#20e): =seq(mylor{fff,\'],.\',k,-:§],k 1,5)

S Fertig

i)

72x)

{-1 24846 (x-1.5708),0 374537 (x-4.9¢ | ||

expand(72(x)) o
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55 3D-Grafik

Mit den aktuellen Versionen von TI-Nspire™ CX CAS lassen sich ordentliche 3D-Grafiken von Fl&
chen und Raumkurven herstellen. Wir wollen von dieser attraktiven Anwendung drei Beispiele zeigen.
Uber die Aktionen rufen wir aus einem Grafikfenster die 3D-Darstellungen auf.

R 1: Aktionen ) [

B 1 Gra

A 2 Ebenengeometrie

gl 3 3D-[arstelungen

":-‘1[_. Analytisches Fenster ausblenden

1. 5: Achsen ausblenden
{26 b
£-7: Eingabezeile ausblenden (Ctrl+G)

4 8: Achsenendwerte ausblenden
9: Hilfen zur Objektauswahl ausblenden

#1lx)<]

[= & [[E

a2 .
f_)‘ |8|

I 1 (xy) =

®

Aufgabe 57 Tangentialebene an ein Paraboloid
Die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z= f (x,y) in (X,,Y,) ist gegeben durch

2=0, 1 (%, Yo)(X=%) + 0, T (%, Yo ) (Y = ¥o) + (%, Yo)-
Zeichne das Paraboloid z=x* + y* mit seiner Tangentialebenein (1,1).
L 6sung 57
‘EXRERAEER> ‘hichtsespeicherte =

ZI(XJ].-X2+y2

7

dxlxy) =§(Iz‘(r,_r})-ﬂfi{\;l-'} =f;{z.'~(x4y)}

Fernig b
ax(1,1): (e=1)+ap(1,1): (-1)+z1(1,1) ' 5
2 x42 -2 W A R &
z.‘(\m'} =242 y-2 Ferng ||

Aufgabe 58 Darstellung einer Drehflache in Parameterdarstellung

Eine wichtige Anwendung der Integralrechnung ist die Berechnung des V olumens eines Korpers, der
bei Drehung um eine Achse entsteht. Eine derartige Flache soll nun dargestellt werden: die Sinus-
schwingung rotiert fir -7 < X < +7um die x-Achse. Stelle den entstehenden Korper auf einer 3D-Seite
dar.

Ldsung58 Wenn der Graph von f fiir a < x < b um die x-Achse rotiert, dann kann der entstehende
Korper in Parameterdarstel lung beschrieben werden:

t
f(t)-sin(u) ,a<t<bund0<u<2x

f (t) - cos(u)

Bei der 3D-Eingabe wahlen wir nun 2:Parametrisch und tragen die Parameterdarstellung wie oben
gezeigt ein. Anschlief3end fixieren wir Uber den Button daneben die Parameterbereiche.
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k 1: Aktionen
[ 2: Ansicht
% 3: 3D-Graph-Eingabe/
#1 4 IntervallZoom
% 5 Spur

il 6: Einstellungen ...

EENEEAEER> ‘Vichtgespsicherte —  {NED

xpl (tku= ¢
L wl tu= sinfz)- sinlu)

pl  (tu)= sin(:] coslu) 5

X

Auch hier kbnnen wir Uber die Attribute das Aussehen veréndern, vergrofern oder verkleinern oder
den Kasten bzw. die Achsen ausblenden, u.s.w.

Aufgabe 59 Darstellung einer Raumkurve in Parameterdarstellung

Eine Raumkurve hangt nur von einem Parameter ab. Denke an die Gleichung einer Geraden im Raum
in Vektordarstellung. Wir wollen drei Windungen einer Schraublinie zeichnen.

L 6sung 58

3-sin(t)

Die Parameterdarstellung einer Schraublinie lautet: < 3-cos(t) mit 0 <t < 2z fur eine Windung.

EBNEERERR> ‘Vichigespeicherte <
wi = 3 cosls
O i ¢w= 3-sinl)

EN - EENEERERR> ‘Nichtgespeicherte <

{ 3D-Diagrammparameter

Beachte die Attribute, sonst erhaltst Du nur eine ,, eckige"

Schraublinie!

pl =05 = :

0,5t

tmin = [-dn
tmax = |4*m

: umin = -0.0

umax = H |

|ok| | Abbruch

35

Anstelle von 0.5t setzen wir nun k-t und fuhren fir k einen
Schieberregler ein, um den Einfluss von k auf die Gestalt
der Schraublinie zu studieren. Lasse k auch negativ wer-

den!

Welche Auswirkung auf die Kurve hat das?
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5.6 JuliaMengen

Uber die so genannten , Backtracking-Methode ! lassen sich mit einfachen Mitteln Julia-Fraktale
erzeugen. Mit der Software-Version kann am PC sogar eine sehr grof3e Anzahl von Punkten erzeugt
werden. Auf dem Handheld scheint es geraten, nicht mehr als 1000 Punkte zeichnen zu lassen.

Hier folgt das Programm:

Define julia()= jutia()
Prgm
:Local ¢c,z.k,n

:Request "Anzahl der Punkte:",n

|E] | Apbrucn|

:Request "Startwert ¢ =",c
dxi={}:ly:={} .
:2:=0

:For k,1,n/2
:z:=(-1)(randInt(0,1))*(z—c) jutial)

Anzahl der Punkte: 2000
Startwert ¢ 0.64

:ly:=augment(ly,{imag(z),"imag(z)}) i
:EndFor k
:EndPrgm

:Ix:=augment(Ix,{real(z), real(z)})

In den Dokumenteinstellungen muss das Kartesische Format und der Berechnungsmodus Approxi-
miert eingestellt sein.

23 o5 £Vt ‘{:39‘ i .J;cp 2
[ X b o cortd q
£ ad ¥ 5 3
LI - K S
1.65
c=i c=-1 c=0,36 + 0,1i

Die Graphen wurden am PC hergestellt. Sie werden aber auch mit 12000 Punkten recht schon.

1" Didier Deses, Fractalen met de TI-84, T3-Vlaanderen,
http://ww.t3vl aanderen. be/fil eadm n/ nedi a/ cahi ers/ pdf / cahi er 17. pdf
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5.7 Programme — Funktionen

Wie schon im Abschnitt Uber das Programmieren angekiindigt, wird hier kurz auf die wichtigsten Un-
terschiede zwischen selbst erzeugten Programmen und Funktionen eingegangen. Ein Beispiel —dler-
dings nicht aus dem Gebiet der Analysis—wird sowohl mit eéinem Programm als auch mit einer Funk-
tion behandelt.

Eine Funktion erzeugt — wie erwartet — einen Funktionswert, der ausgegeben wird, der aber auch di-
rekt von anderen Funktionen und auch Programmen Gbernommen werden kann. Bel einem Programm
muss eine eventuelle Ausgabe Uber die disp-Anweisung erzwungen werden. Die erzeugten Werte
konnen in (globalen) Variablen gespeichert werden. Diese Variablen muss man kennen, um sie weiter
verwenden zu kénnen. Denke an die Listennamen in unseren Programmierbeispielen. Entsprechende
Hinweise sind in disp-Anweisungen sehr niitzlich.

Funktionen kennen keine globalen Variablen. Die Eingabe der Parameter muss in Form von Funkii-
onsargumenten erfolgen, da die request-Anweisung in Funktionen nicht anwendbar ist. Es gibt auch
einige andere Anweisungen, die in Funktionen nicht verwendet werden kénnen. Auf Details wollen
wir hier nicht eingehen.

Aufgabe 60 Teiler einer ganzen Zahl

Schreibe zuerst ein Programm zur Ausgabe der Teilerliste einer beliebigen ganzen Zahl. Schreibe dann
auch eine Funktion, die dasselbe leistet. Lasse dir dann fir beide Féle die Anzahl der Teiler und die
Summe aler Teiler ausgeben.

Ldsung 60 Fur Teilbarkeitsprobleme ist die modul o-Funktion wie geschaffen. mod(a,b) liefert den
ganzzahligen Rest der Division a:b. So ist z.B mod(35,4) = 3 und mod(110,15) = 5. Die Zahl x ist
dann durch y restlos teilbar, wenn mod(x, y) = 0.

Das Programm teiler()

Die Funktion divisors(Zahl)

teiler

Define teilerl[)=
Pram
Local z &
Request "Geben Sie eine ganze Zahl ein: "
© lt is eine globale Wariable
ff:={ IF_-E }
z
Fork1l,—
2
If modl[:z,k)=0: It.=au gmentl[:fr,{ k})
EndFor
© der triviale Teiler wird angefiigt
[t:=au gmentl[:fr, { z })
Disp "Teiler sind: ",Jt
Disp " gesbeichert in 1t"
EndPram

=

il

divisors

Define tlivisursl[_z)=

Func

Local z & ¢

© a5 gibt keine globalen Wariablen

fr:={ P }
Fork 1=
2

If modl[:z, Fs:)=0: It.=au gmentl{:ff,{ k})
EndFor

@ der triviale Teiler wird angefiigt
{t.=au gmentl[:ff, { z })

Eeturn fd

EndFunc
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Hier siehst du zuerst einen Programmlauf. Um die Teilerliste ansprechen zu kénnen, musst du wissen,
dass sie unter dem Namen It gespeichert ist. Erst dann kannst du mit dem Ergebnis weiter arbeiten.

teiler() m.’er'o Fertig
it

Geben Sie eine ganze Zahl ein: 122456
{ 1,22,4681216,24,12,48,64 96,192,64

Geben Sie eine ganze Zahl ein: | 123456 Eeiler sind:

1,2,3,468, 12,16,24.32,18,64,16.192,64' dim(!r] 28

|oK h
?_t | Abbruc gespeichert in It sum{i) 397157
REEs DelVar /¢ Fertig

1432,20576,30864,41152,61728,123456 }|

Wir loschen die Variable It und lassen nun die Funktion divisors laufen. Der Beniitzer muss wissen,
dass er die Zahl als Funktionsargument eingeben muss. Das ,, Fertig” ist immer die letzte Ausgabe
eines Programms. Wenn eine Funktion mehrere Argumente verlangt — was sehr haufig vorkommt,
muss die Reihenfolge der Argumente bekannt sein.

Eine Funktion hingegen gibt einen Funktionswert aus. Die Funktion kann als Ganzes gleichsam fur
den Funktionswert in eine andere Funktion (TI-Nspire™ CX CAS - oder selbst geschrieben) oder auch
in ein Programm Ubernommen werden.

DelVar /t Fertig 12

b
It it
dim(divisors(123456)) 28

sum (divisors(123456)) 327152

divisors(123456)
{1,2,3,4,6,8,12,16,24,32,48,64,96,192,64
5]
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