Einflihrung in die Integralrechnung — ein moglicher Unterrichts-

gang zum Hauptsatz

K.-H. Braun

Nachbar Mayer hat die stdndigen Preiserhéhungen fiir das
Leitungswasser satt. So bohrt er sich im spaten Frihjahr in
seinem Garten einen Brunnen und pumpt aus ihm taglich die
maximal moégliche Wassermenge ab. Voller Verwunderung
muss er erfahren, dass die ,Schittung“ seines Brunnens
keineswegs konstant ist und der trockene Sommer zu einer
schnellen Abnahme beitragt. Trotz der spat einsetzenden
Niederschldge versiegt seine teure Anschaffung nach 100
Tagen, um kurzzeitig spater erneut zu sprudeln. Der gute
Vorsatz, die tagliche Schittung zu notieren, verblasst sehr
schnell im Alltag. So entstehen nur sporadischen Notierun-
gen des Wasservolumens pro Tag in Form der folgenden
Tabelle:

Tag 0 10 27 32 40
Liter/Tag | 3000| 2916 | 2462 | 2275| 1944
Tag 51 68 90 100 | 120
Liter/Tag | 1455]| 725 | 84 0 408

(1)
Erfassen Sie die Daten in den Listen LX und LY und visua-
lisieren Sie diese in einem Datenplot.

(2)

Versuchen Sie das gesamte dem Brunnen entnommene
Wasservolumen V naherungsweise bis zum Versiegen am
100. Tag zu bestimmen! Ubertragen Sie hierzu zunéchst die
taglichen Anderungsraten in ein geeignetes Diagramm.
Koénnen Sie nun mit zwei Zahlen Vy und Vo eine Abschat-
zung des Volumens Vy <V < Vo vornehmen?

)

Fir eine genauere Erfassung des gesamten Wasservolumens
V werden weitere Daten bendétigt! Versuchen Sie daher eine
stetige Ausgleichskurve fir die diskreten Tabellenwerte zu
finden!

Welche mathematischen Modelle bieten sich an? Testen Sie
verschiedene Mdoglichkeiten mit dem GTR und vergleichen
Sie das Ergebnis mit dem Datenplot der Tabelle.

Abb. 1

Lésungshinweis: Mogliche Modellbildungen lassen sich durch

Ausgleichsfunktionen mit dem TI-84 Plus erledigen ([STAT][»]

CALC) (Kursiv gedruckte Angaben sind optional und kénnen

u.U. auch entfallen)

= CubicReg(X1liste, Yliste, Hdufigkeitsiiste,
RegGleichung)

= SinReg(Iterationsanzahl, X1iste, Yliste,
Periode, RegGleichung)

= QuartReg(XTiste, Yliste, Hdufigkeitsiiste,
RegGleichung)

Hinweis: Es gibt Situationen, in denen der GTR nur mit Anga-
be der Periode eine angepasste Sinus-Ausgleichsfunktion
errechnen kann.

CubicEeg -
u=gx Fthxi+oxtd
a=. 0859999594
b=-.8999945175
c=-2. 388475 -4
d=3008, 8654 2

Abb. 2 Abb.3

Sinkeg
g=gksintbx+cr+d
a=1474. 243137

uarticEeg
g=gxithx i+ +e
a=4. 459573 -1A

b=.8859933613 b=,083204 31638
C=-. 399928639338 c=1.268731604%
d=-4,224376E -4 d=1514. 837361
.e=SBBB.BBIE48
Abb. 4 Abb. 5

Alle Modelle scheinen, grob qualitativ an der Graphik gemes-
sen, gleich gut geeignet zu sein. Bei genauerer Untersuchung
z.B. im TABLE - Menu erweisen sich die Polynomfunktionen
exakter. Favorisiert werden soll hier die einfachere kubische
Regression.

4)

In Anlehnung an die Berechnung des Wasservolumens in (2)
soll nun die Flache unter der Randfunktion im Intervall [0;100]
durch Rechteckstreifen genauer angenahert werden. Wir
beschranken uns zunachst bewusst auf den streng monoton
fallenden Bereich der Randfunktion fir x €[0;100]. Es sollen
n Streifen gleicher Breite im Sinne der Untersumme V{ ver-
wendet werden. Veranschaulichen Sie den Vorgang in der
Graphik aus (2) zunachst fir n=10.

Lésungshinweis: Bei einer Zerlegung des Intervalls [0;b] =

[0;100] in n Teilintervall ergibt sich die Breite Ax = b/n. Die

Folge der Teilflachen fir die Untersumme ist gegeben durch:
(f(Ax)-AX; f(2-AX)-AX; ..... ;f(10- Ax)- AX))

=(f(k-Ax)-Ax) fir k=1,..,n

Eine Folge definiert sich im GTR mittels seq( aus dem
[LIST]-0PS — Menu ([2nd)[STAT][»]). Der Befehl
seq(Ausdruck, Laufvariable, Beginn, Ende,

Schrittweite)
erzeugt eine Liste, die in einer beliebigen Liste abgespeichert
werden kann. Erzeugen Sie, nach der Festlegung der Gren-
ze 1@0@->B und der Anzahl der Intervalle 1@->N mittels [STO®]
Taste, im HBS die Anweisung

seq(Y1(B/N-K)- (B/N),K,1,N,1) > L1
und betrachte die Folge der unteren Teilflachen in der Liste
L1:
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Bei der vorliegenden monoton fallenden Randfunktion f wer-
den auch die Flacheninhalte der Rechteckstreifen stets klei-
ner.

Die Summe der Folgenglieder (die Summe der unteren
Rechteckinhalte) liefert nun eine Naherung fir die Gesamtfla-
che (also der Gesamtwassermenge) unter der Randfunktion f.
Fir monoton fallende Randfunktionen gilt:

USUM(n):Zf(k.Ax).Ax

k=1
n
5y f[ . b} b
n)n
k=1
Diese Summierung lasst sich mit dem TI-84 Plus mittels
sum(Liste, Start, Ende) aus dem [LIST]-MATH —
Meni ([2nd][STATI]P]) ausfiihren (kursive Argumente optional).
Um die Ubersicht zu behalten, definieren wir eine Liste LN

fur die Anzahl n der Rechteckstreifen und eine Liste LUSUM
fur die Untersumme und berechnen:

sum(seq(Y1(B/N-K) - (B/N),K,1,N,1)>LUSUM(1)

¥ n UZUM 4
000 10 {=E000]
45 1" (R [
cHeZ
ZzrE
154K
iiec
72
usuRily =134999, 92, App. 7

In der Hoffnung, dass eine feinere Unterteilung in aquidistante
Rechteckstreifen auch eine genauere Anndherung an den
Flacheninhalt liefert, erweitern wir die Liste LN={10,20,30,
40,60,80,100,150,200,250}. Wird nun die Streifenan-
zahl 20 in die Variable N geladen, 2@->N, und anschlielend
im HBS
sum(seq(Y1(B/N-K)- (B/N),K,1,N,1)>LUSUM(2)

aufgerufen, so entsteht in USUM(2) eine genauere Naherung
fur die Wassermenge. Die Eingabe wird durch Mehrfachbeta-
tigung von [ENTRY] (2nd)[ENTER]) und anschlieBendem Andem
von LUSUM(1) in LUSUM(2) vereinfacht.

¥ n USUN__ 4 ¥ n USUN__ 4
000 |40 zzre | G0 147500
29iE | z0 Ao 194y | B0 i4pizE
gdgz |40 | i4sc | 400 | 14BE0D
227t | B0 72E | 4E0 | 148000
194y | B0 B4 00
i4se | 100 0 ZEQ
7zE | 1E0 R0 J PSS [

usunizr =142499, 97, uzunisr =149399, 97,

Abb. 8 Abb. 9

Entsprechend wird die Liste LN nun abgearbeitet und wir
beobachten dabei die Entwicklung der Untersummen.
Was stellen Sie fest?

THOOLT
amin=-18
Amax=26H . s s
necl=2a s+
Ymin=138888 +

VYmax=158888
Ve l=2880 +
Ares=1

Abb. 10

Letztlich kann die Entwicklung der Untersummen auch gra-
fisch kontrolliert werden. Es muss dazu lediglich ein Datenplot
mit den Listen LN und LUSUM in einem geeigneten Fenster
aktiviert werden.

Die beste Naherung fir die Wassermenge im Zeitintervall
[0;100] ist damit Vy = USUM(9) = 149399,97 Liter.

(5
Dieselbe Prozedur soll nun mit den Obersummen im Sinne
von Vo wiederum nur fir x €[0;100] und &aquidistante
Rechteckstreifen durchgefiihrt werden. Begriinden Sie dazu,
dass die Folge der Teilflachen fiir die Obersumme gegeben
ist durch:

(F(0-AX)- Ax; F(1-AX)- AX; ... ;F((n=1) - AX) - Ax))

=(f((k-1)-Ax)-Ax) fir k=1,..,n

und skizzieren Sie die Rechtecke der Obersumme in der
Graphik nach (2) fur n=10. Erlautern Sie damit die Ober-
summe OSUM fiir monoton fallende Randfunktionen f:

OSUM(n):Zf((k—U-Ax)-Ax
k=1

n
=Zf[(k—1)-b}b
n)n
k=1
Losungshinweis: Definieren Sie die Liste LOSUM und arbei-

ten Sie erneut die Liste LN ab. Beobachten Sie dabei die
Folge der Obersummen in der Liste LOSUM:

sum(seq (Y1 (B/N-(K-1))- (B/N),K,1,N,1)>LOSUM(1)

N U=LUN O:UN & N U=LUN O:UN &
in 1zg000 | T a1 147E00 | 182500
ch IzE00| o : 1) i4yBizE| 1E187E
Y 146250 100 14BE00 | 181500
a1 147500 1E0 148000 | 151000
- ] iyBizE i iy8zE
100 148500 cEn 48y
150 DTN R P Teyuvsvivm |puv s [p——

0:UMiEy =1 SR599, 97

DZUNCDY =164999, 96, .
Abb. 13

Abb. 12
THOOLI o
amin=-18
Hmax=2e8 o
:":51:-1:2@ “oaog o q q
Ymin=138888 R
VYmax=17E888 +
Ve l=2888 .
wres=1 0 b
Abb. 14 Abb. 15

Der zusatzliche Datenplot mit den Listen LN und LOSUM
visualisiert die Entwicklung der Unter- und der Obersumme.

Aus den bisherigen Erfahrungen kann vermutet werden, dass
die Folge der Untersummen USUM(n) streng monoton steigt
und die Folge der Obersummen OSUM(n) streng monoton
fallt, wobei USUM die Wassermenge stets zu klein und
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Einfiihrung in die Integralrechnung — 1. Teil

OSUM stets zu grof3 bemisst. Die exakte Wassermenge V
wird daher eingeschachtelt! Somit gilt als bisher beste Anna-
herung an die wahre Wassermenge die Abschatzung:

Vu = USUM(9) = 149399,97 Liter < V < 150599,97 Liter =
OSUM(9) = Vo.

(6)

Wie kann der Flacheninhalt schneller angenahert werden?

Nahern Sie die Flache unter der Randfunktion f flr
x €[0;100] mittels trapezformiger Streifen an. Uberpriifen Sie
hierzu die gegebene Formel und transportieren Sie die Sum-
me der Trapezflaichen in die Liste LTSUM. Stellen Sie die
Entwicklung von TSUM in einem geeigneten Koordinaten-
system grafisch per Handzeichnung fiir n=10 dar.

n
TSUM(n) = ;;(f((k—1)~Ax)+f(k~Ax))~Ax
Lésungshinweis: Wie oben erzeugen wir, nach der Festle-
gung der Anzahl der Teilintervalle 1@->N, zunachst im HBS
die Anweisung
sum(seq(1/2- (Y1(B/N-K)+Y1((K-1)-B/N)-B/N),
K,1,N,1)>LTSUM(1)
usw.!

Die Folge von TSUM erweist sich hier nahezu als konstant.
Bereits fir n=10 scheinen alle Stellen bis 10 festzustehen.
Ab n=40 sind die Anderungen kleiner als 10,

U=LUN O=LUN

1:E000 | 165000
14zE0g| 157500
146250 | 153750
147500 152500
1481zE| 1E1B7F
IHEEQO [ 151500 ) 150000 a
149000 | 151000 ) 150000

TEUNzY =149999, 97
Abb. 16

T:UN B

150000
150000
150000

In Abbildung 17 ist TSUM als Datenplot mit den Listen LN
und LTSUM gemeinsam mit OSUM und USUM grafisch
dargestellt.

TSUM scheint damit fur die Summenberechnung bei der
vorliegende Randfunktion f eine ausgleichende Eigenschaft
zu haben und daher fiir numerische Berechnungen gut geeig-
net zu sein: Wahlen Sie einmal die Intervallanzahl n=5 oder
n=2 oder gar n=1!

Begriinden Sie die schnelle Annaherung an den tatsachlichen
Flacheninhalt. In welchen Intervallen der Randfunktion f
liefert TSUM einen zu grofRen Flacheninhalt? In welchen
Intervallen einen zu kleinen?

Wir halten fest: Das Wasservolumen betragt etwa 149999,97
Liter.

7
Auf der Suche nach einer weiteren schnellen Berechnungs-
methode fallt folgende Formel vom mathematischen Himmel:

MSUM(n) = Zf((k—%) -AX)- AX
k=1

K.-H. Braun

O=UH TEUN HELUN 7

165000 | 150000

187500 150000 | 150000

183750 150000 | 150000

1EZE00 | 1E0000 | 180000

1E1E7E | 1E0000 | 180000

1EIE0n | 1E0000 [ 180000

1E1000 | 1E0000 [ 180000

HzURCy =149999, 97| App. 18

Die Formel ist so einfach wie die fir OSUM, liefert aber we-
sentlich schneller genauere Ergebnisse! Welche Flachen
werden nach dieser Formel summiert? Zeichnen Sie diese in
die Graphik zu (6) fir n=10 und x €[0;100] ein.

Begriinden Sie anschaulich, warum diese Mittel-Summe auch
bereits bei grof3er Intervallbreite (also kleinem n) recht ge-
naue Ergebnisse liefert. Uberpriifen Sie die dargestellte Liste.

®)

Es wird behauptet, dass die Formeln fir TSUM und MSUM
unabhangig vom Monotonieverhalten der Randfunktion f
sind, die Ober- und Untersummenformeln OSUM bzw. U-
SUM bei konsequenter Anwendung jedoch angepasst wer-
den mussen.

Begriinden Sie diese Behauptung und passen Sie die For-
meln fir OSUM, USUM fiir x €[0;120] an. Berechnen Sie
jeweils die Wassermenge fir das Zeitintervall x €[0;120]
mittels OSUM, USUM, TSUM, MSUM fiir 200 Streifen im
Intervall [0;100] und weitere 40 gleicher Breite im Intervall
[100;120].

Lésungshinweis: Fur b=100 und n=200 gilt dann:

n n/5
b) b b) b
USUM = be _.21].2
Zf(k n] n+2f[100+(k 1) nj -
k=1 k=1
- 151788,889 FE
n n/5
b) b b) b
osuM =3 fl (k=121 2+ Y fl100+k-2].2
Sr{te-v2) 5o Srlrook 7] 7

—153492,887 FE
Und fir =120 und n=240 gilt:

n
TSUM(240) = Zg[f((k— 1).%)+ F(k .2))2
k=1
— 152640,888 FE

MSUM(240) = 2[Y1((K 1) ,’3) x

- 152639,538 FE

Damit sollte klar sein, dass sich TSUM bzw. MSUM einfa-
cher handhaben lassen. Bei weiterer Verfeinerung der Recht-
eckstreifen sind die technischen Grenzen des GTR zu beach-
ten: Der TI-83 Plus verarbeitet maximal 499 Werte in einer
Liste und maximal 999 Schritte in einer Folge.
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(9) Die schnelle Methode!
Abbildung 1 und 2 zeigen noch einmal die Randfunktion ent-
wickelt aus den Daten des Herrn Mayer.

ubicEeg -
u=gx Fthxi+oxtd
a=. 0059999594

=-,8999945175
c=-2. 388475 -4
d=3008, 8654 2

Abb. 1 Abb. 2

Der GTR besitzt eine besondere Funktionalitdt zur numeri-
schen Berechnung des gesuchten Flacheninhalts (bzw. der
gesuchten Wassermenge). Hierzu verwendet man aus dem
Graphikbildschirm oder aus dem Home-Bildschirm (HBS)
heraus die Tastenfolge [2nd)TRACEJ[CALC][7] fir den Befehl
Jf(x)dx. Die untere Grenze x=0 und die obere Grenze
x=120 koénnen direkt Uber die Zifferntasten eingegegben
werden (Abb. 3).

V1=.00598996942804K 3+~

SE(x)dx=152639.99

Abb. 3 Abb. 4

Eine andere Moglichkeit aus dem HBS ohne Veranschauli-
chung durch die Graphik bietet die Funktionalitat ((MATH](9])

fnInt(Ausdruck, Variable, untere Gren-
ze, obere Grenze, Toleranz).

Ohne Angabe der optionalen Toleranz gilt fur diese die Vor-
einstellung 107,

Die numerische Integration liefert mit der Anweisung
fnInt(Y1,X,0,120) dann den Wert 152639,988 und es
darf spekuliert werden, wie der GTR diese Berechnung nach
der Gauss-Kronrod-Methode durchfiihrt.

Aufgabe: Vergleiche mit den Summen-Naherungswerten
TSUM(240)=152640,888 (Trapezflachen) oder mit
MSUM(240)=152639,538 (,Mittel-Summe*).

(10) Eine neue Funktion!

Die Fragestellung richtete sich bisher nach der gesamten
Wassermenge, die aus dem Brunnen innerhalb von 120 Ta-
gen geschopft werden kann. Die obere Grenze 120 war damit
festgesetzt. Wird die obere Grenze (z.B. mit dem Namen f{)
variabel gelassen (t[0;120]), so liegt die Frage nach einer
Funktion /(t), die die Wassermenge flr jede obere Grenze t
berechenbar macht, in greifbarer Nahe.

Hierzu verwenden wir die Funktion f in Y1 aus Abbildung 1
bzw. 2 und legen eine Liste LT fiir die obere Grenze an:

{10,30,50,70,90,100,110,120} > LT.

Wir berechnen die Flache unter der Randfunktion f jeweils in
den Grenzen 0 bis t (und damit das Wasservolumen) mit
dem GTR entweder mit [f(x)dx ([2nd)[TRACEJ[CALC][7] ) oder
mit fnInt(...) und speichern die Ergebnisse in der Liste
LIFUNK ab. Wegen der grol’en Werte soll das Wasservolu-
men jeweils in Hektoliter gespeichert werden.

Also ist z.B. im HBS folgender Befehl auszufiihren:
fnInt(Y1,X,0,120)>LIFUNK(8)

SFCxdx=E7E%9.98
Abb. 6 (=20 Tage)

S dx=28714.997
Abb. 5 (t=10 Tage)

FECxddx=12187Y.92
Abb. 7 (t=50 Tage)

SFCxddx=152629.99
Abb. 8 (t=120 Tage)

HZUH [T IFUNE 9
10000 | 20 B31.1E
10000 | E0 1248.7
10000 | 7o 143101
iEqngg | 89 14871
1Eqong | 100 iEan
1Eqong| 110
1Eaond| 120 :
IFUNKEY =1526. 399..
Abb. 9 Abb. 10

Aufgabe: Abbildung 10 zeigt einen Datenplot der Listen LT
und LIFUNK und damit einzelne Funktionswerte der ge-
suchten Bestandsfunktion, die mit geeigneten Regressions-
modellen untersucht werden kénnen. Experimentieren Sie!

uartickKeg [~
u=gxithx i+ +e
a3=1.4999924 -5
b=-. 8829999317
c=-1.154238e 6%
d=30., AEEE54 2
e=4 1A

e

Abb. 12

Die quantitativ gute Anndherung an die Werte von IFUNK
liefert das Modell nach Abbildung 11 bzw. 12 mit dem (Befehl
QuartReg LT,LIFUNK,Y2).

Abb. 11

Diese Flacheninhalts-Funktion F(t) stellt das Wasservolu-
men V in Hektolitern zu Zeitpunkten te[0;120] zur Verfi-

gung.
Die Funktion / heif3t Intergralfunktion zur unteren Grenze 0

von der Randfunktion f. Die Randfunktion gibt die Anderungs-
raten der Wassermenge in Liter/Tag an, wahrend die zugeh6-
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Einfiihrung in die Integralrechnung — 2. Teil K.-H. Braun
rige Integralfunktion den gesamten Wasserbestand in Hektoli-
tern beschreibt, der bis zum Zeitpunkt ¢ geférdert werden
konnte.
T IFUNE |JFUNK 10
G 30| B3iit |
- L] 1z18.7 | :B7.58
b oo |dadim |
- . om
KE;I:{B 100 G5H.85 g
Ymin=-1288 110 | 1E03.a | 6re
Ymax=3288 1z0 iEz6Yy | BOE.2E
H5G1f?9 JFUNKCD=0
res= Abb. 17 Abb. 18

Abb. 13 Abb. 14

(11)

Vergleichen wir beide Graphen, so sind bestimmte Zusam-
menhange zwischen der Randfunktion und ihrer Intergralfunk-
tion Uber die Differenzialrechnung unverkennbar. Dies gilt
insbesondere dann, wenn das Fenster erweitert wird:

Aufgabe: Erlautern Sie die vermuteten Entdeckungen!

Zum Unterstreichen eignen sich folgende GTR-Aktivitaten:
Definieren Sie die Funktion
100-nDerive(Y2,X,X) > Y3,

zeichnen Sie den Graphen verdickt und durchdenken Sie das
Ergebnis! Definieren Sie die Funktion

1/100-fnInt(Y1,X,0,X) > Y4,
zeichnen Sie auch diesen Graphen verdickt und beschreiben
Sie das Ergebnis!

Abb. 15 Abb 16

In Ublicher Schreibweise wird die Integralfunktion / zur Rand-
funktion f hierin der Form

I (t)= [ 7(x) ax

(12)

Wie veradndert sich die Integralfunktion, wenn die Volu-

menmessung erst bei =30 Tagen beginnt? Die untere Grenze

ist also 30 und daher wird die Liste LT verandert,
{30,50,70,90,100,110,120}>LT

und die Liste LIFUNK angepasst. Es wird die neue Liste

JFUNK definiert und mittels

fnInt(Y1,X,30,306)/166 > LJFUNK(1)
fnInt(Y1,X,30,506)/166 > LJFUNK(2)

usw. aufgefullt.

Ein Datenplot macht eine Verschiebung in y-Richtung deut-
lich! Dies erscheint auch nicht verwunderlich — fehlt doch die
Wassermenge der ersten 30 Tage.

LuarticEeg
u=gxi+hx i+ +e

b=-.B23559517 ‘.\
3 E-F I\

=-1. 260
d=38, B88a0e4 2 L
e=-331.1493233

Abb. 19 Abb. 20

Der Befehl QuartReg LT,LJFUNK,Y5 liefert ein Ergebnis,
das sich nur durch die Konstante mit dem Wert
Y2(30)=831,15 von der vorherigen Integralfunktion Y2
(zur unteren Grenze null) unterscheidet.

Zusammenfassend darf vermutet werden:

(1) Die Ableitungen der ,Wassermengenfunktionen® = ,Integ-
ralfunktionen zu einer unteren Grenze“ (also ihre lokale
Anderungsrate) ist gleich der Randfunktion.

d ,
Sl )=r=r().
(2) Integralfunktionen zu verschiedenen unteren Grenzen
unterscheiden sich nur durch eine Konstante, im Beispiel:

lo (t) = 1o (£) =1 (30) -
Sicher wird sich der Unterricht auch in Richtung Stammfunkti-

on bewegen. Steht der Begriff (spater) zur Verfliigung, so
kann wie Ublich formal notiert werden:

Die Integralfunktion /5o(t) der Randfunktion f(x) zur unteren
Grenze 30 ist
t
Iy (t) = Jf(x) dx =F(t)- F(30),
30
wobei F(x) eine Funktion aus der Schar der Stammfunktio-
nenvon f(x) ist.
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