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Abstol3 beim Fuf3ball
Jiurgen Maal3 und Franz Schldglhofer

[ ]Sek![X] Sekll X TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (ab Version 1.6)
Schlagworte: Modellieren, Funktionen, Parabel, quadratische Funktion

Schulermaterial:

L
Aufgabe — Abstol3

Der Torwart hat den Ball gefangen und schief3t ihn nach kurzem Anlauf bis
mitten in die gegnerische Halfte des Spielfeldes — moglichst zu einem Spieler
der eigenen Mannschaft. Wenn wir im Fernsehen Ful3ball schauen, erinnert uns
die Flugbahn des Balles beim Abstol3 an eine Parabel.

Einige vage Erinnerungen an den Physikunterricht: Bei Annahme der Flugbahn
als Parabel wird der Luftwiderstand vernachlassigt, die grof3te Wurfweite ergibt
sich bei einem Abschusswinkel von 45°. Der héchste Punkt der Bahn liegt in
der Mitte zwischen Abstol3 und Aufprall.

Aus dem Internet oder anderen Quellen kbnnte man z. B. die Grél3e des
Spielfeldes ermitteln. Aus Videos etwa konnte man ungefdhre Bahndaten eines
FulRballs wie etwa die Form der Bahn oder die grof3te Hohe herausfinden.

Gesucht sind nun Parabeln zur Beschreibung der Bahn des Balls beim
FulRRballabstol3. Stelle die berechneten Kurven graphisch dar.

Vorschlag zur Umsetzung:

Anhand der bisherigen Angaben treffen wir zun&achst einige Annahmen: Die
Wourfbahn soll eine Parabel sein, der Torwart steht 10 Meter vor dem Tor und
schiel3t den Ball 60 Meter weit (Entfernung 70 Meter vom eigenen Tor). Der
hdchste Punkt Bahn soll in der Mitte zwischen Abstol3 und Aufprall erreicht
werden. Der Abschusswinkel soll 45° betragen. Gesucht sind Parabeln unter
diesen angegebenen Bedingungen.

Parabel gegeben durch die zwei Nullstellen und das Maximum

Wir versuchen zunachst die Bahn durch Punkte zu beschreiben. Durch eine
Polynomfunktion der Form f(x) = ax® + bx + c ist eine Parabel gegeben. Mit drei
geeigneten Punkten kdnnen die Koeffizienten a, b und c ermittelt werden.

Dafur benottigen wir ein Koordinatensystem. Als Nullpunkt wahlen wir den Rand
des Spielfeldes, der Abschuss soll von der Position (10]0) erfolgen, der Aufprall
am Ful3ballfeld im Punkt (70]|0). Als héchsten Punkt 30 Meter tiber dem
Spielfeld wahlen wir in der Mitte zwischen Abstol3 und Aufprall den Punkt
(40|30).
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Damit erhalten wir drei Gleichungen fir einen ersten Ansatz, um die Ballkurve
bk(x) des Balls als ein Polynom 2. Grades zu finden: bk(x) =a-x2 +b-x+c.

(1) bk(10)=0 100a+10b+c=0
(2) bk(40)=30 1600a +40b+c =30
(3) bk(70)=0  4900a+70b+c =0

Das Gleichungssystem kdonnte man ohne
Rechner mit Elimination I6sen, wir verwenden
jedoch TI-Nspire™ zur Losung des
Gleichungssystems.

Die Anweisung simult wird verwendet, um das
Gleichungssystem zu |6sen. Dabei werden die
Gleichungen in Matrixform eingegeben
(Matrizen). Der Losungsvektor | enthalt die
berechneten Werte der Koeffizienten a, b und
C.

Die Funktion bk(x) kdnnte man direkt mit den
berechneten Werten in der Eingabezeile
eingeben oder wie in der Abbildung dargestellt
die im Losungsvektor gespeicherten
Koeffizienten aufrufen.

In Graphs kann der Graph der Funktion
dargestellt werden.

Als zweite Funktion wird nun der Graph der
linearen Funktion mit der Gleichung y =x-10

dargestellt. Die so gegebene Gerade schlief3t
mit der x-Achse einen Winkel von 45° ein und
geht durch den Abschusspunkt (10/0).

Man erkennt an der Abbildung: Der Abschuss
erfolgt mit diesen Angaben zu steil.

Mit einer Maximalhéhe von 20 Meter passt der
Abschusswinkel schon besser, aber noch
immer nicht gut, wie die folgenden beiden
Abbildungen zeigen.

© Texas Instruments 2010
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Verallgemeinerung auf die Maximalhohe h:

Um die Parabel besser an den
Abschusswinkel anpassen zu kdnnen,
verallgemeinern wir die hdchste Stelle der
Bahn auf den Punkt (40/h) und ermitteln
dafir eine Formel.

Dazu gehen wir aus von der ursprunglichen
Ballkurve
bk(x) = ——= 32 + S.x - 19
30 3 3
mit der Maximalh6he h=30. Division durch 30
ergibt eine Ballkurve mit der Hohe h=1 und
anschlieRende Multiplikation mit h eine
Ballkurve mit der HOhe h:
bkh(x) = 1 (-2 x2 4 8.5 70y
30 30 3 3

= h.(_i.xz+i.x_1)
900 45 9

Die Variable h kann im Grafik-Fenster

festgelegt werden. Die Zahl (25) wird zunachst %4(x)_h.(_1.x2+i.x_\§
als Text eingegeben. Diesem kann nun die 00 49
Variable h zugeordnet werden (Werte £5(x)=x10 A
speichern)

Ebenso kann man die Variable h durch einen
Schieberegler festlegen. Damit kann ungefahr
(durch Probieren) der Wert von h so eingestellt
werden, sodass der Abschusswinkel 45°
betragt. Die Gerade y = x—10 sollte dann
Tangente an die Kurve sein. Dies wird mit dem
Wert h = 15 anscheinend gut erreicht.

f5(x)=x—10 A

© Texas Instruments 2010 Abstol3 beim FufRball 3/4
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Parabeln mit Abschusswinkel 45°

Mit Hilfe der Ableitung kdnnen wir eine Bedingung fir eine Parabel ermitteln,
damit sie x-Achse im Punkt (10/0) unter einem Winkel von 45° schneidet:

f(x)=a-x*+b-x+c  f(10)=0=100a+10b+c
f(x)=2a-x+b f(10)=1=20a+b

Mit b =1-20a aus der zweiten Gleichung in die erste Gleichung eingesetzt
ergibt sich

0=100a+10(1-20a)+c = 0=-100a+10+c = c=100a-10

Damit kdnnen wir b und ¢ durch a ausdriicken und erhalten einen
Funktionsterm mit dem Parameter a:

f(x)=a-x*+(1-20a)-x +100a-10

Hier wurde a mit Hilfe eines Schiebereglers 1
festgelegt. Der Wert wird automatisch in die
Funktion tbernommen.

Wegen der obigen Bedingungen berihrt die
Kurve die Gerade y = x—10 im Punkt (10]0).

L]

Man kann aber den Wert von a verandern. Es
andert sich dadurch die Wurfweite. Was

f5f/“|(x)—a-x2+(1—20-a)-\x§00-a—10

; . /A
ggg(’:?hleht mit der Kurve, wenn a>0, a<0 bzw. 5(x)—x10

A
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Aufgabe — Abstol3

Der Torwart hat den Ball gefangen und schief3t ihn nach kurzem Anlauf bis
mitten in die gegnerische Halfte des Spielfeldes — moglichst zu einem Spieler
der eigenen Mannschaft. Wenn wir im Fernsehen Fuf3ball schauen, erinnert uns
die Flugbahn des Balles beim Abstol3 an eine Parabel.

Einige vage Erinnerungen an den Physikunterricht: Bei Annahme der Flugbahn
als Parabel wird der Luftwiderstand vernachlassigt, die grof3te Wurfweite ergibt
sich bei einem Abschusswinkel von 45°. Der héchste Punkt der Bahn liegt in
der Mitte zwischen Abstol3 und Aufprall.

Aus dem Internet oder anderen Quellen kdnnte man z. B. die Grél3e des
Spielfeldes ermitteln. Aus Videos etwa konnte man ungefahre Bahndaten eines
FuRRballs wie etwa die Form der Bahn oder die grof3te Hohe herausfinden.

Gesucht sind nun Parabeln zur Beschreibung der Bahn des Balls beim
FuRballabstol3. Stelle die berechneten Kurven graphisch dar.

© Texas Instruments 2010 Abstol3 beim Fulball 1/1
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CuBalibra

CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Glossar
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CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.
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