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Abstand zweier windschiefer Geraden  -  Beispiel am Würfel 
Aufgabe: 
Gegeben ist ein Würfel mit der Seitenlänge a=6. Wir betrachten eine Raumdia-
gonale des Würfels und eine Flächendiagonale, die mit ersterer keinen gemein-
samen Punkt hat. Welchen Abstand haben die beiden Strecken voneinander? 
 
1)  Einführung - Grundlagen 
Begriffsbildung: 
Was versteht man eigentlich unter dem Abstand zweier windschiefer Geraden? 
In der Geometrie wird der Abstand zweier Objekte (Punktmengen M, N) stets 
auf den Abstand von Punkten zurückgeführt: 


 
Zur Lösung unserer Aufgabe sind also 
Punkte   gesucht, deren 
Abstand kleinstmöglich ist. 
Zur weiteren Untersuchung wählen wir 
ein geeignetes Koordinatensystem mit 
A=(0|0|0), B=(6|0|0), C=(6|6|0),… und 
stellen den Würfel im Schrägriss dar.  
Wir wählen z.B. die Geraden g=AC und 
h=HB. Die beiden Geraden können 
durch Parameterdarstellungen angegeben werden:  
  


,   
Durch Einsetzen von Parameterwer-
ten für s und t in der Parameterdar-
stellung erhält man Punkte der jewei-
ligen Geraden. 
 


 
2)  Experimentelle Untersuchung 
2a) Darstellung im Schrägriss   
Verwenden Sie die fertige TI-
Nspire™-Datei zur Aufgabe! Hier ist 
in der Applikation Graphs der Würfel 
im Schrägriss dargestellt. Die Para-
meter s und t können durch Schiebe-
regler geändert werden.  
Der berechnete Abstand der Punkte 
P und Q wird durch d angegeben.  
(Beachten Sie: Die Strecke PQ wird im Allgemeinen nicht in wahrer Länge ab-
gebildet.) 
Ermitteln Sie durch Variation von s und t möglichst genau den Abstand der bei-
den Geraden AC und BH, also den kleinstmöglichen Wert für d. 
 
(In diesem Fenster können zur Anpassung der Darstellung die Seitenlänge des 
Würfels a und das Verkürzungsverhältnis v verändert werden.) 
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2b) Tabellenkalkulation  
Man kann den Abstand der Punkte P 
und Q auch in der Applikation List & 
Spreadsheet berechnen und anzei-
gen lassen.  
Tragen Sie die Koordinaten der ge-
gebenen Punkte A und H der Gera-
den g und h in den Spalten B und E 
ein, die Richtungsvektoren der Gera-
den in den Spalten C und F. 
Legen Sie in den Zellen b5 und e5 
die Parameterwerte s bzw. t mit den 
Formeln s:=0.3 bzw. t:=0.45 fest.  
Damit kann man s und t verändern.  
Berechnen Sie die Koordinaten von 


 in den Zellen a7, b7 und c7, 
die Koordinaten von  in d7, e7 
und f7 durch Formeln  
(Z.B. Formel in ) 
 
Berechnen Sie die Koordinaten des 
Vektors –  in a9, b9 und c9 
(Z.B. Formel in – ) 
Berechnen Sie den Betrag dieses 
Vektors in e9. 
 
Überlegen Sie selbst einen sinnvollen Bereich für die Parameter der beiden Ge-
raden! Variieren Sie s und t in den Zellen b5 bzw. in e5 so, dass der Abstand 
der Punkte P und Q möglichst klein wird!  
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3)  Berechnung des Abstandes der Geraden im Calculator 
Nun wird der Abstand zwischen den Punkten P  
und Q mit der Applikation Calculator berechnet.  
Die zu Grunde liegende Geometrische Idee ist hierbei, dass minimale Abstände 
Normalabstände sind. 
z.B.  folgt aus dem Satz von Pythagoras sehr 
einfach: 
Von allen Punkten der Geraden g hat jener Punkt 
A den kleinsten Abstand von B,  
für den g normal auf AB ist ( ). 
  
Aus der zweifachen Anwendung dieser Tatsache 
folgt für unser Problem: 
Der Abstand PQ ist minimal, wenn gilt:  


 und  
Für jeden Wert  s  und  t  erhalten wir jeweils einen Punkt P und Q auf den Ge-
raden g und h.  


Berechnen Sie den Vektor ! Stellen Sie mit Hilfe des Skalarprodukts zwei 
Gleichungen auf für die Bedingung, dass  der Vektor  normal auf die Rich-
tungsvektoren ist! Lösen Sie das erhaltene Gleichungssystem und berechnen 
Sie damit die Parameterwerte und Punkte für den minimalen Abstand! 



http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar#Applikationen�
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CuBaLibra-Interaktiv 
 
Diese CuBaLibra-Einheit gehört zu einer Serie von Beispielen, die interaktive 
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra: 
 
Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen. 
 


 
 
Wenn Sie mit Ihrem Rechner online sind, können Sie die grauen Stellen mit der 
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link führt Sie z. B. zu diesem Hinweis: 
 


 





		CuBaLibra-Interaktiv
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Abstand windschiefer Geraden 
Franz Schoberleitner 


 Sek I  Sek II  TI-Nspire™  TI-Nspire™ CAS (ab Version 2.0) 
Schlagworte: Analytische Geometrie, Problemlösen, Vektoren,  


Geradengleichungen, Gleichungssysteme 


Schülermaterial:  
 


Abstand zweier windschiefer Geraden  -  Beispiel am Würfel 
Aufgabe: 
Gegeben ist ein Würfel mit der Seitenlänge a=6. Wir betrachten eine Raumdia-
gonale des Würfels und eine Flächendiagonale, die mit ersterer keinen gemein-
samen Punkt hat. Welchen Abstand haben die beiden Strecken voneinander? 
 
1)  Einführung - Grundlagen 
Begriffsbildung: 
Was versteht man eigentlich unter dem Abstand zweier windschiefer Geraden? 
In der Geometrie wird der Abstand zweier Objekte (Punktmengen M, N) stets 
auf den Abstand von Punkten zurückgeführt: 


 
Zur Lösung unserer Aufgabe sind also 
Punkte   gesucht, deren 
Abstand kleinstmöglich ist. 
Zur weiteren Untersuchung wählen wir 
ein geeignetes Koordinatensystem mit 
A=(0|0|0), B=(6|0|0), C=(6|6|0),… und 
stellen den Würfel im Schrägriss dar.  
Wir wählen z.B. die Geraden g=AC und 
h=HB. Die beiden Geraden können 
durch Parameterdarstellungen angegeben werden:  


  
,   


Durch Einsetzen von Parameterwer-
ten für s und t in der Parameterdar-
stellung erhält man Punkte der jewei-
ligen Geraden. 
 


 
2)  Experimentelle Untersuchung 
2a) Darstellung im Schrägriss   
Verwenden Sie die fertige TI-
Nspire™-Datei zur Aufgabe! Hier ist 
in der Applikation Graphs der Würfel 
im Schrägriss dargestellt. Die Para-
meter s und t können durch Schiebe-
regler geändert werden.  
Der berechnete Abstand der Punkte 
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P und Q wird durch d angegeben.  
(Beachten Sie: Die Strecke PQ wird im Allgemeinen nicht in wahrer Länge ab-
gebildet.) 
Ermitteln Sie durch Variation von s und t möglichst genau den Abstand der bei-
den Geraden AC und BH, also den kleinstmöglichen Wert für d. 
 
(In diesem Fenster können zur Anpassung der Darstellung die Seitenlänge des 
Würfels a und das Verkürzungsverhältnis v verändert werden.) 
 
2b) Tabellenkalkulation 
Man kann den Abstand der Punkte P 
und Q auch in der Applikation List & 
Spreadsheet berechnen und anzei-
gen lassen.  
Tragen Sie die Koordinaten der ge-
gebenen Punkte A und H der Gera-
den g und h in den Spalten B und E 
ein, die Richtungsvektoren der Gera-
den in den Spalten C und F. 
Legen Sie in den Zellen b5 und e5 
die Parameterwerte s bzw. t mit den 
Formeln s:=0.3 bzw. t:=0.45 fest.  
Damit kann man s und t verändern.  
Berechnen Sie die Koordinaten von 


 in den Zellen a7, b7 und c7, 
die Koordinaten von  in d7, e7 
und f7 durch Formeln  
(Z.B. Formel in ) 
 
Berechnen Sie die Koordinaten des 
Vektors –  in a9, b9 und c9 
(Z.B. Formel in – ) 
Berechnen Sie den Betrag dieses 
Vektors in e9. 
 
Überlegen Sie selbst einen sinnvollen Bereich für die Parameter der beiden Ge-
raden! Variieren Sie s und t in den Zellen b5 bzw. in e5 so, dass der Abstand 
der Punkte P und Q möglichst klein wird!  
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3)  Berechnung des Abstandes der Geraden im Calculator 
Nun wird der Abstand zwischen den Punkten P  
und Q mit der Applikation Calculator berechnet.  
Die zu Grunde liegende Geometrische Idee ist hierbei, dass minimale Abstände 
Normalabstände sind. 
z.B.  folgt aus dem Satz von Pythagoras sehr 
einfach: 
Von allen Punkten der Geraden g hat jener Punkt 
A den kleinsten Abstand von B,  
für den g normal auf AB ist ( ). 
  
Aus der zweifachen Anwendung dieser Tatsache 
folgt für unser Problem: 
Der Abstand PQ ist minimal, wenn gilt:  


 und  
Für jeden Wert  s  und  t  erhalten wir jeweils einen Punkt P und Q auf den Ge-
raden g und h.  


Berechnen Sie den Vektor ! Stellen Sie mit Hilfe des Skalarprodukts zwei 
Gleichungen auf für die Bedingung, dass  der Vektor  normal auf die Rich-
tungsvektoren ist! Lösen Sie das erhaltene Gleichungssystem und berechnen 
Sie damit die Parameterwerte und Punkte für den minimalen Abstand! 


 
 


Vorschlag zur Umsetzung: 
 
Lösung von 2): 
Die Lösungen mittels Schieberegler in der Applikation Graphs oder in der App-
likation List & Spreadsheet könnten wie folgt aussehen. 
Die einzelnen Formeln in der Applikation List & Spreadsheet können in der 
beigelegten Datei nachgesehen werden.  
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Lösung von 3): 
Zur Berechnung in der Applikation 
Calculator werden zunächst die 
Formeln für   einge-
geben.  
Der Vektor –  wird auf die 
Variable r gespeichert. 
 
Die Berechnung des Skalarprodukts 
zwischen  und dem jeweiligen 
Richtungsvektor ergibt Ausdrücke, die  
vom jeweiligen Parameter abhängig  
sind.  
 
Obwohl das zu lösende lineare Glei-
chungssystem in unserem Fall von 
besonders einfacher Art ist (in jeder 
der beiden Gleichungen kommt nur 
eine Variable  
vor), lösen wir es hier mit solve. 
s und t eingesetzt ergibt die Lösungen 
P=(3|3|0) und Q=(4|2|2) 
 
Abschließend wird mit norm(P – Q) 
noch der Abstand der beiden Punkte 
berechnet: 


 


Methodischer Kommentar: 
 
Das Problem, den Abstand zweier windschiefer Geraden zu berechnen, ist der 
räumlichen Vorstellung recht schwer zugänglich. Deswegen wird in dieser Auf-
gabenstellung versucht, einen anschaulichen Zugang zu vermitteln. (Natürlich 
gibt es kürzere Methoden zur Berechnung des Abstands, aber darum geht es 
hier nicht!) 
In (1) wird das Problem als Minimierungsproblem vorgestellt und in (2) experi-
mentell zugänglich gemacht. 
In (3) wird die Minimalität des Abstands durch eine Orthogonalitätsbeziehung 
ausgedrückt. Zu lösen ist dann ein lineares Gleichungssystem (das im Beispiel 
deswegen besonders einfach ist, weil die Richtungsvektoren der Geraden zuei-
nander normal stehen). Zusätzlich zum gesuchten Abstand erhält man dabei 
auch die Punkte, zwischen denen er gemessen wird. 
 
Schrägrissdarstellung und Parameterdarstellung einer Geraden sollten schon 
bekannt sein. 
 
Während vorgesehen ist, bei der Schrägrissdarstellung auf eine fertige Datei 
zurückzugreifen, sollte das Modell im Spreadsheet selbst erstellt werden.  
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CuBaLibra-Glossar 
 
Um die Texte von CuBaLibra kurz und übersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich 
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelmäßig gepflegt wird. 
 
Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie 
z. B. Geraden). Hier der zugehörige Bedienhinweis: 
 


 
 


Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen können, legen wir das Glossar 
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfügung. 
Es gibt nun zwei Möglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen: 


(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank: 
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ‚Glossar‘ 


(2) Sie nutzen das Online-Glossar: 
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar 


 
 



http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net/�

http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar�



		CuBaLibra-Glossar



