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» Iterationsverfahren zur Approximation

irrationaler Zahlen

Dr. Helmut Heugl

Die Zahlenbereiche N, Z, Q, R finden sich natrlich

in allen Lehrplanen. Aber es geniigt nicht in diesen

Zahlenmengen zu operieren, wichtig ware, die Er-
weiterung der Zahlenbereiche bewusst zu machen, also zu
erleben warum und wie eine neue Zahlenmenge entsteht.

Man koénnte Mathematikern zwei ,negative“ Eigenschaften
unterstellen: Sie sind faul und eitel. Weil sie faul sind, entwi-
ckeln sie neue Operationen. Beispiel: 2+2+2+2+2+2+2 ist zu
anstrengend, wir rechnen lieber 7-2.

Weil sie eitel sind, werden sie nicht zugeben, etwas nicht
I6sen zu kénnen, also erfinden sie neue Objekte. Beispiel:
Fragt man, was ist V2, bekommt man als Antwort; ,Das ist
jene Zahl, die quadriert 2 ergibt®. Damit hat man aber nur
zugegeben, dass man die Gleichung x?=2 nicht 16sen
kann.

Eine gute Definition der irrationalen Zahlen, die auch die
Idee der Erweiterung von Q nach R mit einbezieht, ist
folgende:
L,Der Schritt zur irrationalen Zahl besteht darin, dass
man die Méglichkeit, sich dieser Zahl beliebig zu néa-
hern, zur Zahl erklart.“ (Roland Fischer)

Technologie bietet fiir die Schilerinnen und Schiler durch
Nutzen rekursiver Modelle interessante Mdglichkeiten, die
Idee dieser Definition auch zu erleben. Beispiele fiir Metho-
den zur Ermittlung rekursiver Modelle sind das Heron Ver-
fahren und das Newton Verfahren.

Teil 1: Ndherungsverfahren fiir 2

Folgende drei Wege wéaren im Unterricht mdglich und sind
auch deshalb so interessant, weil alle drei Wege zum selben
rekursiven Modell flihren.

1.1 Das Heron-Verfahren
Der Flacheninhalt A eines Quadrates sei 2, gesucht ist die
Seitenlange, also V2.

K=

[
o)

&

Abb.1

Wir beginnen mit einem Rechteck den Seitenldngen xo =2
und yo =1 und machen es schrittweise dem Quadrat ahnli-
cher, indem wir als neue Seitenlange das arithmetische
Mittel der bisherigen Langen nehmen.

Zu dieser Grundidee entwickeln wir die folgende Rekursi-
onsgleichung:

A

A=2, X3=2 yo=—
Xo

1 A
X1—§(Xo+yo)' Y1 x_1

1.2 Das Newton-Verfahren
Um die Gleichung xX*-2=0 zu I6sen, suchen wir nach den
Nullstellen der Funktion f mit f(x) = X2 =2.

Grundidee: Wir starten mit einem Naherungswert xg, ermit-
teln die Gleichung der Tangente an dieser Stelle. Nun su-
chen wir die Nullstelle x4 der Tangente, ermitteln zu dieser
Stelle wieder die Gleichung der Tangente an die Funktion f
(usw.).

i

Startwert

Abb.2 (Quelle: G.Aumayr; T’ Osterreich)

Aus der Gleichung der Tangenten an der Stelle xo
(1. Naherungswert) y — f(xo) = f'(x0)-(x — x0) ergibt sich als
Nullstelle (y = 0) der 2. Naherungswert
o
(%)
Die 1. Ableitung der Funktion f mit f(x)= XX-2 st
f'(x) = 2-x. Daraus entwickeln wir die Newton-Formel:

2
x0—2 _ x0+2
2-x0 2-x0
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Iterationsverfahren zur Approximation irrationaler Zahlen

1.3 Fehlerabschitzung bei Naherungswerten von /2
Xo sei ein Naherungswert und es gelte:

\/5:x0+h

Wir quadrieren zunachst diese Gleichung, fiir kleine Werte
von h ist h? sehr klein und kann vernachlassigt werden.

\/§=x0+h‘2
2 2
2=x0+2-x0~h+h

2-x2
2=x2+2-x,-h =h=~ 0
2-X,

Wir verwenden als Naherungswert xi=xp+h und entwi-
ckeln eine Rekursionsformel:

2
2—x0

2~xO

X1=X0+

2 2 2
_ 2-x0+2—x0 _ x0+2
2-x0 2-x0

1 2 1 2
X.]:E' X0+% I::' Xn+1:§' Xn+x—

1.4 Simulation

Die Simulation dieses rekursiven Modells kann mit Hilfe des
TI—NspireTM grafisch oder tabellarisch erfolgen. Man sieht in
beiden Fallen die rasche Konvergenz:

{ul(,.)_% (ul(,._mwz_l))

X4

A/lfangswer/(e)::l
1=n<20 nstep=1

/ ul(n)
1t

1
™

. (.ll(nrl)ﬁ)

Abb.3: Zeichnen im Graphikfenster, Graph-Eingabe Einstellung: Folge

®An Bu "i u(n)
1 1 1

2 2 1.5

3 3| 1.416666667

4 4/ 1.414215686
5| 5| 1.414213562

6 6 1.414213562

7 7| 1.414213562 h
(8] 8] 1.414213562

9 9| 1.414213562

10/ 10/ 1.414213562| ¢

< - D]

1 n

Abb.4:Berechnen mit ,List&Spreadsheet”,
Graph-Eingabe Einstellung: Streudiagramm

Teil 2: Ndherungsverfahren fiir \/a

Eine Moglichkeit, ein rekursives Modell fir Xa zu finden,
ware natirlich das Newtonsche Naherungsverfahren.

In diesem Artikel sollen zwei rekursive Modelle zur Approxi-
mation von ¥/a beziiglich ihrer Konvergenz untersucht wer-
den. Die Quelle™ ist ein ,Mathe Brief* der Osterreichischen
Mathematischen Gesellschaft. Im dortigen Artikel wird die
Konvergenz der folgenden Modelle ,klassisch® untersucht
(Monotonie, Beschranktheit):

X = L [X +7a ]
1 o | Mn k-1
2 X,

1 a
Xn+1:k-[( k_1 ).Xn+xk1]

n

Modell 1

Modell 2

Wir wollen die Konvergenz mit Hilfe der Technologie in zwei
Schritten untersuchen.

Schritt 1: Experimentieren im Graphikfenster, Finden einer
Vermutung.

Schritt 2: Nutzen des Fixpunktsatzes, exakter Beweis mit
Hilfe des CAS.

Schritt 1: Experimentieren im Graphik-
fenster, finden einer Vermutung

TI—NspireTM bietet zwei Darstellungsmaoglichkeiten an:
= Time—Modus": x, = f(n)
= _,Web-Modus*: xn = g(Xn-1)

Der im ,Web-Modus*“ entstehende Streckenzug visualisiert
sehr gut die zwei Phasen der rekursiven Denktechnologie —
~LAuswerten“ und ,Rickkoppeln®.

In der experimentellen Phase kdnnen wir natlrlich nur kon-
krete Beispiele behandeln. Wir untersuchen die Konvergenz
fir V7 mit k=3, 4, 5.

Untersuchung von Modell 1
Die Untersuchung erfolgt zundchst im ,Time-Modus®: Fur
k = 3 ist die Konvergenz offensichtlich.

ul(n)

al .

e
1t / ul(n):

Abb.5

-

B (ul(}rl)ﬁ—)

(nl(n—l))3

Fir k=4 kann man fir n zwischen 1 und 20 noch keine
gesicherten Schliisse ziehen. Man kann aber den Graphen
auch im Intervall [1500;1520] untersuchen. Die noch immer
auftretende Oszillation macht eine Konvergenz unwahr-
scheinlich.

Fir k=5 zeigt sich ein adhnliche Bild, der Graph oszilliert
noch kraftiger.
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uZ(nk
il VAN 2 N
j A\VARNA VAR VAR VAR VAR Ve
14
uZ(u) 7 Z(lrl)+ 7 }
- (uZ(n*l))}
1 o
Abb.6

D S U S S S, U e R
g™ T T T R R T T T T T T T

1500=n<1520 1 7
u2(n):—' u2(1171)+
2

(112(;171)) 3

Abb.7

113(71) |

)

SHRVAVAVAVAVAVAVA

‘( \/VV\/\/\/\/

u3(n)=— (113111 1)+

(113(11*1))4 }

Abb.8

AAA/\AAAAAA

\/\/\/\/V

1500SnS 1520

ll}(n) 113(11 1)

2

(u3(n-1))* s'

Abb.9

Bessere Informationen liefert die Darstellung im ,Web-
Modus":

111(71),
L 3J7_
[ ul(n)=l‘ ul(n—l) 7 o
M 2 (ul(n—l))
17
I 121(}1;1)‘
Abb.10

Untersuchung im ,Web-Modus*

Fir k=3 lasst sich Konvergenz vermuten. Fir k=4 zeigt
sich ein ahnliches Bild. VergroRert man allerdings den Be-
reich um einen mdglichen Grenzwert durch ,Zoomen®, wird

die Konvergenz unwahrscheinlich.

112(155
&
— 1 7
uZ(n) — l2(u—1>+
1 2 (nZ(u—l))3
1 u2(n—1)
Abb.11
llz(u):l (uz(u—l)+ 7
2 (112(1171))3
Z =
Abb.12
113(}1)
Sﬁ /
1
1
u3(n)=—- u}(ufl)+ )
2 (u}(ufl))_l‘
1 1(3(11—1)

Abb.13
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Fir k =5 ist Zoomen gar nicht nétig, Konvergenz ist ausge-
schlossen.

Untersuchung von Modell 2
Sowohl fir k =3 als auch fur k=5 lasst sich Konvergenz
vermuten.

ul (n)

3J7_

‘ul(nfl)+

. ( (ul(lr 1))2

ul (n)

]
(PO TS
¥

0.27

1 n
Abb.14: k = 3, Time-Modus“

ul(n)

3J7—: ‘4/

ul(u)=

W |~

~(2~ ul(lrl)Jr ? )
(ul(lrl))2

i 1 . . . . ul (lrl
Abb.15: k = 3 ,Web-Modus*

Ergebnis der experimentellen Phase ist die Vermutung, dass
Modell 1 nur fur k = 3, nicht aber fir k = 4, 5 konvergiert, und
dass Modell 2 fiir k = 3, 4, 5 konvergiert.

Didaktischer Kommentar

Diese Aufgabe zeigt sehr schon die Mdglichkeiten der Tech-
nologienutzung in der experimentellen Phase, ja man kann
sagen, so eine experimentelle Phase wird durch Technolo-
gie Uberhaupt erst mdglich. Geféahrlich ware es, sich mit
dieser Phase der anschaulichen Vermutungen zu begnigen.
Dann wirden wesentliche Aspekte mathematischer Denk-
technologie fehlen. Die experimentelle Phase ist eine wirk-
same Vorbereitung, aber kein Ersatz der exaktifizierenden
Phase.

Schritt 2: Nutzen des Fixpunktsatzes,
exakter Beweis der Konvergenz

Ein paar theoretische Voraussetzungen:

= Ein Fixpunkt x* einer Funktion f ist ein Punkt der auf
sich selbst abgebildet wird, das heif3t f(x*) = x*.

= Ein Fixpunkt x* heil3t anziehender Fixpunkt einer Folge
die durch eine Differenzengleichung x, = f(xn-1) gege-
ben ist, wenn die Folge gegen x* konvergiert. Das
heil’t: lim x, = x* fir n—oco.

= Der Fixpunktsatz: Ein Fixpunkt x* einer Differenzen-
gleichung xn = f(xn-1) (f ist kontinuierlich und differen-
zierbar) ist ein anziehender Fixpunkt, wenn [f'(x*)] < 1.
Der Fixpunkt ist abstoend, wenn |f'(x*)] > 1.

Als ersten Schritt kdbnnen wir nun im Graphikfenster die

Steigung der Tangente an die Funktion up = f(un-1) im Fix-

punkt u* ermitteln:

u](n)% \
IIZ(IIf
. o
51 s
ﬁ: y=—0.5x+2.87
L / 1 7 1 ul(n)=i' ul(nfl)+ !
1r uZ(n)=T- 4-u2(11*1)+ 2 (ul(lz—l))2
' 5 | (a2l 1))
0.2: 1111(;1—1)
.y Abb.18
Abb.16: k = 5 ,Time-Modus“ o
Text
1[2(11)
5\/.7 i
i A
) / 1
17 1| u;('):; (u}f 1)+
u2(u)=:~ 4-u2(n—1)+ 2 (u3(n-1))*
2 (uZ(u*l))_1
A 1 u:"(n—l)
| 1 u2(n-1) Abb.19
Abb.17: k = 5 ,Web-Modus*
aus: Tl Nachrichten 1/15 Seite 4 /6
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Ergebnis fur das Modell 1:

= Fir die 3. Wurzel ist die Steigung -0.5, nach dem Fix-
punktsatz ergibt sich Konvergenz

= Fir die 5. Wurzel ist die Steigung -1.5, nach dem Fix-
punktsatz ergibt sich Divergenz

Im zweiten Schritt kann man die Konvergenzuntersuchun-

gen allgemein fir ¥a durchfiihren. Wir (ibersiedeln in das

CAS-Fenster:

Modell 1
In Abbildung 20 ist die Berechnung des Fixpunktes als L&-
sung der Gleichung x*= f(x*) dargestellt.

1 a Fertig
=—- |x+
o > [ e
X
N salve(x=l- | 2
2 xk71 x=a k and a>0
f1(): =L () Fertig
dx
A fl(x) (xkfm(kfl')'x*
2
71{ 1 k 1 -k
A&
(A ak *a‘(]rl)-ak
2
[ 1) -(k—2)
& ; 2
flla " ||la>0 2
solve 7(](72) <ll% Oes
2
|
Abb.20

Betrachtet wird die 1. Ableitung an der Fixpunkistelle. Erst
fur a>0 erhalt man einen brauchbaren Wert, die Betrags-
ungleichung wird vom CAS gel6st.

Ergebnis: Der Betrag der 1. Ableitung an der Stelle des
Fixpunktes ist kleiner 1 fiir k = 1, 2, 3. Daher konvergiert die
Lésungsfolge des rekursiven Modells 1 nur fir k=2 und
k=3.

Modell 2

In Abb.21 zeigt wieder die Berechnung des Fixpunktes als
Lésung der Gleichung x*= f(x*); erst fir a> 0 erhalt man
den Wert 0.

=L ((m) P -
kal
A solvex:i~ (kfl)-)ﬁ a x| %c
ki x=a  and ¢>0 and &#0
1) =={zle) fee
A ‘gl(x) (k71)~ lxkfa)'xrk
k
1 1 k 1 i
= = &
[ el ak 7a~ak -(kfl)
k
3 0
glla K |a>0
Abb.21

Ergebnis: Die Steigung der 1. Ableitung im Fixpunkt ist O fur
a>0 und k # 0. Daher ist die Losungsfolge des rekursiven
Modells 2 konvergent fiir alle k € N

Anmerkung der Redaktion

In der umfangreicheren Online-Version dieses Artikels fin-
den Sie zwei Erganzungsaufgaben des Autors (siehe Mate-
rialdatenbank).

Quellenangabe:

(1) Prof. Fritz Schweiger, Mathe Brief 33 der Osterreichi-
schen Mathematischen Gesellschaft (OEMG)
[www.oemg.ac.at/Mathe-Brief/]

Autor
Dr. Helmut Heugl, Osterreich
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Erganzung 1:
Zeige, dass das Modell 2

1

a
Xn+1=F'[(k_1)'Xn+Xk-1]

n

durch das Newton Verfahren erhalten wird.

f(x)=x* -a
= i(f(x)) =k x¢"

dx
Xn+1 = Xp — fl(xn)
(%)

k
X, —a

k=1
K-x,

1 a
Xn+1=E' k'Xn_xn"'w
n

1 a
Xn+1 =E'[(k—1)'xn+wJ

n

f(x)

Xn+1 = Xp —

Erganzung 2:

Es sei f eine differenzierbare reelle Funktion. Gesucht ist eine Nullstelle, das heilt ein x* mit f(x*) = 0. Man nutzt

. f
das Newtonsche N&herungsverfahren: x4 =9(X,) =X, — (Xn) .

f(xy)

Behauptung: Die 1. Ableitung von g im Fixpunkt x* ist stets 0 = die Lésungsfolgen des Newtonschen Naherungs-
verfahrens sind stets konvergent (Begriindung: Fixpunktsatz)

_,fx)
f(x)
(F(x))* = £(x)-f(x)
(F(x)?
£(x)- f(x)
(f'(x))?
)= 0 1(x)
(F(x))? x* ist Nullstellen = f(x*)=0
g(x*)=0 daf(x*)=0

Quotientenregel

g(x)=1-

g(x)=1-1+
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