» Korrelation und lineare Regression —
Ein Zugang iliber das Verfahren der Standardisierung

Vorbemerkung

Im Zentrum der Betrachtungen stehen die Analyse von Zu-
sammenhangen zwischen zwei Merkmalen und die Formu-
lierung einer Trendaussage zu den Daten. Hierbei wird die
oft genutzte black-box Regressionsmodul des Taschenrech-
ners zu einer white-box.

Wichtige Eingangsvoraussetzung ist eine klare Vorstellung
von der Standardabweichung. Dabei pladiere ich dafir, zu-
nachst die Standardabweichung unabhangig von dem
Aspekt Stichprobe oder Grundgesamtheit nicht in sn.4 oder
sn zu unterscheiden, sondern einheitlich mit ,geteilt durch n*
zu rechnen. Dieser Zugang ist fir die Schilerinnen und
Schiiler natirlicher (z.B. tUber die Berechnung in einer Tabel-
le im Data-Matrix-Editor) und kann spéter in einer nachfol-
genden Betrachtung prazisiert werden (vgl. PINKERNELL
2006). Berechnet man die Standardabweichung mit dem
Taschenrechner (OneVar oder TwoVar), so muss man
- jedenfalls fir kleine Werte fir n - aufpassen. Bei der Da-
tenanalyse werden sowohl Sy (als sn.1) als auch ox (als sn)
ausgegeben, wenn beim Voyagem 200 das Betriebssystem
3.10 installiert ist. Bei alteren Betriebssystemen lasst sich oy
mit einem Trick entlocken: im Home-Editor [2nd]GS einge-
ben, es erscheint o, dann die betrachtete GroRe X oder Y
anfligen, also z.B. ox.

Aufgabenbeispiel

Das Verfahren der Standardisierung soll anhand des folgen-
den Beispiels verdeutlicht werden. In einer Datenerhebung
sind KorpergréRe und Kérpergewicht von jeweils 10 Perso-
nen ermittelt worden.

GroBe |154|166|157|169|167|176|158|173|161|175
[cm]
Gewicht | 51 | 56 | 52 | 58 | 68 | 69 | 49 | 60 | 52 | 63
[ka]

Daran soll die Frage untersucht werden, ob die Faustformel
.Korpergewicht gleich Kérpergréfle minus 100 abziglich 15
Prozent® zutrifft (nach JAHNKE/WUTTKE 2005, S. 322).

Berechnung des Korrelationskoeffizienten
Zunachst ist die Frage zu klaren, ob denn Uberhaupt ein
Zusammenhang zwischen den Daten vorliegt, sie also korre-
lieren. Hierzu missten sie einem erkennbaren Trend folgen
(,das Gewicht nimmt mit wachsender KorpergrofRe zu®).

Zur besseren Beurteilung werden die Daten grafisch als sog.
Punktwolken dargestellt (die Trend- oder Regressionsgerade
ist hier nur zur Verdeutlichung eines linearen Zusammen-
hangs eingezeichnet worden, sie wird erst spater themati-
siert):
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Abb. 1: 0<x<180 und 0<y<70

MAIN RAD APPROR FUNC
Abb. 2: 150 <x <180 und 45<y<70

Die beiden Abbildungen kommen im Schulalltag durchaus
vor, da ,man bei Abb. 1 die Achsen sieht”. Deutlich wird
aber, dass die verschiedenen Skalierungen der Achsen eine
Aussage erschweren oder verschleiern. Abhilfe schafft hier
a) ein einheitliches Koordinatensystem oder b) die Standar-
disierung der Daten. Die Standardisierung ist ein universeller
Ansatz und soll hier weiter verfolgt werden. Neben dem
Vorteil einer Vereinheitlichung ist besonders das einfache,
durchschaubare Rechenverfahren hervorzuheben. Aufer-
dem kann dieses Verfahren bei der Approximation der Bino-
mialverteilung durch die Normalverteilung wieder aufgegrif-
fen werden.

Fir die Standardisierung des Datensatzes werden im Data-
Matrix-Editor weitere Spalten nach der folgenden Vorschrift
angefiigt, wobei die Tabellenspalte c5 zunachst aulier Acht
gelassen wird.

ci c2 c3 c4 c5

X. Y, )~( = (X =) ;,i = &=y ;( -)Nli
s, s,

Mittelwerte und Standardabweichungen werden vorher Uber
die Datenanalyse (TwoVar) berechnet:

Xx=1656, y=578;s =743 s =675
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Durch die (affin-lineare) Transformation haben die standardi-
sierten Datensatze jeweils den arithmetischen Mittelwert O
und jeweils die Standardabweichung 1. Die grafische Dar-
stellung der standardisierten Daten ergibt ein einheitlicheres
Bild. Man sieht auch deutlich, dass die relative Lage der
Punkte in der Punktwolke erhalten geblieben ist.
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Abb. 4: Punktwolke der standardisierten Daten
(-83<x,<3 und 2<y,<2)

Die Daten werden in der Tabelle oder Graphik nun danach
beurteilt, wie sie zu dem jeweiligen Durchschnitt als Bezugs-
groRe liegen: Im Vergleich zum Durchschnitt gréRer oder
kleiner bzw. schwerer oder leichter. Hiermit wird die Abwei-
chung vom Mittelwert betont. Weiterhin wird durch die Be-
ricksichtigung der Standardabweichung die absolute Abwei-
chung vom Mittelwert gewichtet. Durch die Transformation
entsteht eine neue Skalierung in der Einheit Standardabwei-
chung. Die erste Person ist um 1,5612 Standardabweichun-
gen kleiner und um 1,0074 Standardabweichungen leichter
als der Durchschnitt. Hiermit zeigt sich der Vorteil der Stan-
dardisierung deutlich: die Formulierung ist praziser gewor-
den. Vergleicht man die Datensatze verschiedener Bezugs-
gruppen (Manner/Frauen, Japaner/Nordeuropaer u.a.) wird
der Vorteil der Standardisierung noch deutlicher.

Die Korrelation lasst sich jedoch nur qualitativ angeben. Es
stellt sich die Frage nach einer quantitativen Angabe. Die
Berechnung eines Korrelationskoeffizienten geht auf GAL-
TON zurlick, ist aber spater als der BRAVAIS-PEARSON-
Korrelationskoeffizienten bekannt geworden. Fir die Be-
rechnung des Korrelationskoeffizienten wird die Tabellen-
spalte c5 bendtigt, also die paarweise multiplizierten stan-
dardisierten Daten. Plausibel wird dieses Vorgehen durch
eine Uberlegung, die anhand der Abb. 5 hergeleitet wird.

Abweichung
vom Mittelwert
-~

Abweichung
vom Mittelwert

Abb. 5: Veranschaulichung zum Korrelationskoeffizienten
(nach Krdmer 2008, S. 189)
Zunachst betrachtet man die Verteilung der Punkte. Ein
positiver Zusammenhang entsteht, wenn die Punkte Uber-
wiegend im I. und Ill. Quadranten liegen, ein negativer, wenn
sie im Il. und IV. liegen. Tragt man, wie in der Abb. 5 gezeigt,
Rechtecke an den Punkten ab, so unterstiitzen die groflen
Flachen den positiven Zusammenhang starker als kleine
Flachen. Zusammengefasst ist der Korrelationskoeffizient die
mittlere Flache, welche die Punkte mit den Mittelwert-Achsen
bilden. Die Flachen werden entsprechend ihres Quadranten
als positiv oder negativ aufgefuihrt. Als Formel ergibt sich
1 n ~
fy = n~§x‘ .
Fir das Beispiel erhdlt man den Korrelationskoeffizienten
ry = 0,83386 (in c6 berechnet Gber 1/10*sum(c5)). Diesen
Wert wird auch der Taschenrechner mit dem Regressions-
modul bestatigen.

Durch eine Betrachtung wird man unmittelbar einsehen, dass
fur den Korrelationskoeffizienten gilt |ry| < 1. Je ndher der
Wert an 1 oder -1 liegt, desto gréRer ist der positive bzw.
negative lineare Zusammenhang, fir ry, = 0 oder in der
Nahe davon liegt kein linearer Zusammenhang vor. (Weitere
Hintergriinde zur Standardisierung findet man bei KRAMER
2008, BUCHTER/HENN 2005 und BOROVCNIK 1994.)

Die obige Formel ist konform zu denen, die meist in den
Schulblichern stehen. Die nachfolgenden Umformungen
sollen dies verdeutlichen.
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Der im letzten Schritt definierte Zahlerterm s,y heillt auch
Kovarianz der Datenreihen.

1
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Ein Vorteil der Berechnungsformel fiir die standardisierten
Daten ist, dass man unmittelbar sehen kann, dass der Korre-
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lationskoeffizient von der Zuordnungsrichtung unabhangig
ist, hier also eine Symmetrie vorliegt.

Als vertiefende Ubung bietet sich die Untersuchung von
Korperproportionen an: KorpergréBe — Ellenbogenlange
(Fingerspitze bis Ellenbogen), Schuhgrée — Handspannen-
weite usw.

Verdeutlicht werden sollte aber auch, dass ein erfolgreicher
Nachweis einer Korrelation nichts Uber die Kausalitat aus-
sagt (siehe die beriihmte und in jedem Ubungsteil zu finden-
de Storchenaufgabe). Kann man bei empirisch ermittelten
Datenreihen x; kontrollieren, dann hat man bei der Beurtei-
lung eine sichere Position.

Zur Bestimmung von Korrelationskoeffizienten sollte man die
Schilerinnen und Schdler nicht nur Berechnungen durchfih-
ren lassen, sondern ihnen Abbildungen von (standardisier-
ten) Punktwolken zur Beurteilung vorlegen (z.B. BuUcH-
TER/HENN 2005, S. 107). An dieser Stelle ist das Angebot der
Vokabeln ,stark, mittel, schwach korreliert” hilfreich.

Bestimmung der Regressionsgeraden

Ist der lineare Zusammenhang von Datensatzen mit dem
Korrelationskoeffizienten nachgewiesen, so liegt die Be-
stimmung einer Trendgeraden (Regressionsgerade) nahe.
Mit dieser Trendgeraden ist dann im begrenzten Rahmen
eine Vorhersage moglich.

Jetzt besteht die Mdglichkeit, quasi von vorn zu beginnen
und mit den Originaldatenreihen zu arbeiten. Hier bieten die
Schulblicher Wege in sehr unterschiedlicher Komplexitat an.
Nach den Muihen der Standardisierung ware es aber ange-
bracht, in dem Konzept zu verbleiben. Dieser Weg soll im
Folgenden gezeigt werden.

In einem ersten Schritt zeichnen die Schilerinnen und Schu-
ler ,nach Gefiihl“ eine Gerade durch die (standardisierte)
Punktwolke. Die unterschiedlichen Variationen fiihren zu der
Frage nach einer optimalen Gerade. An dieser Stelle sollte
herausgearbeitet werden, dass der Punkt (0]0) sinnvoller-
weise zu der Geraden gehort muss, da er ja den Mittelwert
der jeweiligen Datenreihen reprasentiert und somit eine Art
Schwerpunkt bildet. Durch diese Forderung reduziert sich die
Bestimmung auf eine Ursprungsgerade y = ax, wobei a
gemal der Konvention den Steigungswert bezeichnet und x
und y (idealisierte) standardisierte Werte sind.

Zu jeder KorpergroRe X, gehort ein standardisiertes Trend-
gewicht y, dass aber von dem tatséchlichen Gewicht y,
mehr oder weniger abweichen wird. Den dabei entstehenden
Fehler gilt es klein zu halten. Dies fiihrt auf die Idee der
kleinsten Fehlerquadrate. Hier wiederholen sich bei entspre-
chender Vorbereitung Uberlegungen, die schon bei Lage-
und Streumafen angestellt wurden. Fur die Fehlerbetrach-
tung wird der Ansatz aufgestellt
fla)= Y (y,—y)® mit y=a-x, also gilt:

i=1
fa)=> (y,—a-x)*.
i=1
Diese Summe gilt es zu minimieren. Dieses kann man geo-
metrisch sehr schon darstellen und mit Cabri Geometry

dynamisieren. Dazu schaltet man mit F8:9Format... die
Koordinatenachsen ein und ,zieht” mit an der x-Achse
die gewilinschte Skalierung (&hnlich der in Abb. 4). Dann
setzt man Punkte auf das Zeichenblatt (Abb. 6) und ordnet
ihnen mit F6:5Equation & Coordinates Koordinaten zu
und verschiebt die Punkte an die passende Position der
Datenpunkte. Aufgrund der Pixeldarstellung ist hier leider
keine Genauigkeit von 4 Nachkommastellen zu verwirkli-
chen. Ebenfalls mit F5:5 lasst sich eine Ursprungsgerade
einzeichnen (Abb. 7). Beim Ziehen an einem Geradenpunkt
kann man die Gerade um den Ursprung drehen. Uber
Senkrechten zu der x-Achse durch die Datenpunkte erhalt
man die Schnittpunkte mit der Ursprungsgeraden. Die Da-
tenpunkte werden mit den Punkten der Ursprungsgeraden
Uber Strecken verbunden, alles andere wird mit
F7:1Hyde / Show verborgen (Abb. 8). Mit F6:1Distance
& Length misst man die Streckenldangen und mit F6:6
Calculate addiert man die Quadrate dieser Streckenlan-
gen (Abb. 9). Zieht man nun wieder an dem Geradenpunkt
[&], so kann man die Verdnderung der Quadratsumme beo-
bachten und einen annahernd minimalen Wert finden. Wer
mag, konstruiert Gber den Strecken mit einem Makro die
zugehdrigen Quadrate. Fur dieses Beispiel ware jedoch die
Ubersichtlichkeit verloren gegangen.
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Wieder stellt sich die Frage nach einem rechnerischem Weg.
Da nun eine Reihe von gezielten Termumformungen im
Sinne von Rickwartsarbeiten notwendig sind, gibt man den
Schilerinnen und Schilern ein Arbeitsblatt, auf dem sie die
Umformungen identifizieren und kommentieren kénnen.
Selbst ein CAS ist bei den strukturierenden Termumformun-
gen eher hinderlich. Dabei ist auch ein differenzierendes
Arbeiten mdglich, indem man entweder alle Umformungs-
schritte auffihrt oder passende Liicken setzt.

fl@) = X, -a-x )

~2 ~ ~ ~2
=Y(y, —2a-xi-y,+a’-xi)

i=1

= zn“;/,z —Zai;i ~§/i +azi;i2
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18- -
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=n-(1-2a-r +a’)
f'@)=n-(-2- Ny + 2a)
f'(@a)=0
n-(-2-r,+2a)=0 < a=r,
Dieses Ergebnis ist zunachst verbliffend, aber plausibel zu
machen, da ja mit Standardabweichungseinheiten gearbeitet

wurde. Der erhaltene Steigungswert gilt jedoch nur fir die
standardisierten Werte, deswegen wird festgehalten:

A ang = Ny -
Um den Steigungswert fur die Originaldaten zu bekommen,
muss die Standardisierung ruckgangig gemacht werden.
Zwei Punkte der (standardisierten) Regressionsgeraden
seien P(X,|y,) und Q(X,]|Y, ), dann gilt:

Y=y, VY
- - )-E)
Y, -V S S Y,—-Y, S S
a —J27 Y _ y y Y270 Bk _4.%
stand X, —X s s
X2 — X4 (XZ—X)_(X1—X 2 1 y y
Sx Sx
= a-a_, .2
~ “stand s

Auch diese Formel ist konform zu den Formeln der Schulbi-
cher:

s s s s

Yo .Y xy Ty
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X X
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x
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stand

Da nach der Transformation in der Regel keine Ursprungs-
gerade mehr vorliegt, muss fir die Gerade y =a-x+b noch
der Wert fir b ausgerechnet werden. Dies ist aber ganz
einfach, da ja nach obiger Forderung auch die beiden Mittel-
werte der Original-Datenreihen X, y die Koordinaten eines
Punktes der Geraden sein missen. Aus

y=a-;+b = b=§—a-;
und damit auch die Schulbuchformel:
s
xy

2
X

Fir den Beispielsdatensatz kann nun die Regressionsgerade
bestimmt werden. Ein erneuter Vergleich mit der durch das
Regressionsmodul bestimmten Geradengleichung wird die
Ubereinstimmung zeigen. Die Nachkommastellen kénnen
entsprechend der Rundung bei der Standardabweichung
geringfligig abweichen. Nun kann der Vergleich mit der
Faustregel erfolgen.
Datensatz y=0,76-x-67,57
y =(x-100)-(x-100)-0,15
=0,85-x-85

Zuruckblickend erweist sich der Weg der Standardisierung
als ein vorteilhafter Weg, da man in einem Konzept verbleibt.
Die Berechnungsformeln lassen sich plausibel herleiten und
sind auch von ihrer Struktur her eingangiger. Die Ruckfih-
rung auf die Schulbuchformeln ist nur fir den Leser gesche-
hen und musste im Unterricht nicht thematisiert werden.

b=y- L. x.

Faustregel:
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