Undersoka forsta- och andra-
derivata grafiskt

| denna Ovning tittar vi mest grafiskt pa hur
forsta- och andraderivatan uppfor sig for en
funktion dar lutning och bdjning varierar.
Tanken ar att man inte ska koncentrera sig pa att
derivera algebraiskt. | det forsta exemplet ar
Funktionen dar sammansatt av en andragrads-
del och en exponentiell del.

EXEMPEL 1

Lat y vara koncentrationen av ett salt i gram per
liter (gram/liter) hos a l6sning vid tiden x, dar x
mats i timmar. Féljande samband galler:

y=1+(4x-x*)-e”*

Plotta graferna for y, y' och y" for 0 < x <5 och
studera nu de tre graferna pa en gang och disku-
tera vad lutning och bdjning hos y betyder for
forsta- och andraderivatan. Berdkna till exempel
nar koncentrationen minskar snabbast och vad
det betyder for forsta- och andraderivatan.

Vi plottar de tre graferna och anvander funk-
tionen nDeriv for att kunna rita forsta- och
andraderivatafunktionen. Du hittar nDeriv i

[math]-menyn.
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Placera markoren pa raden for Y4 och tryck
sedan pa och alternativ 8. D& kopieras
instruktionen in pa inmatningsraden och du
fyller i mallen.

Y4 kopierar du in genom att trycka pa [vars], vilja
Y-VAR och sedan 1:Funktion. Flytta markéren till

Y4 och tryck pé [enter].
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Du ser att Y5 &r derivatan av Y4, som i sin tur
ar derivatan av Y3!

For att fa en snabb uppritning av alla graferna
sa har vi stallt in Xres till 4. Res star for upp-
I6sning. Detta goér du under [window]. Vi har
stallt in fonstret sa har:
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FOGNSTER
Amin=M2
Amax=6.5
Askl=1
Ymin=-3
Ymax=3
Yskl=1
Ares=4
aX=0.83219696969697
SraraSteo=0.064393939393..
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Vad kan man utldsa bara genom att studera
graferna? Funktionen vaxer fram till ungefar
0,7 och sedan avtar den och narmar sig ganska
snabbt vardet 1.

Derivatafunktionen (den roda) avtar i borjan
och har vardet 0 nar funktionen har en

maxpunkt. Sedan har den ett negativt varde
hela tiden men har en minimipunkt ungefar
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vid x = 1,5. Det ar en intressant punkt. Vi vatan har sitt minsta varde dar. Vi har marke-

berdknar minimipunkten genom att trycka pa rat de intressanta punkterna pa de tre kur-
(2nd][calc]. Vilj alternativ 3: vorna nedan.
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Tryck pé [enter]. Du kan hoppa mellan kur-
vorna med [4] och [7]. Vélj den réda derivata-
kurvan och folj instruktionerna.

Om ocksd f'(x)=0i inflexionspunkten &ar

ocksa punkten en terrasspunkt.
Vi far minimipunkten beraknad.

EXEMPEL 2
Ll i sl il I En skidbacke har fallhéjden 500 meter. Den
YusnDeriul¥ssHaX) verkliga banprofilen ser du pa bilden nedan. Vi
u \ har stallt in fonstret sa att en enhet ar lika
\"“*--.___ langt pa bada axlarna.
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X=1.5505046 Y¥=-0.614988 T
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Nu berdknar vi nollstallet for andraderivata-
funktionen. Vi anvander den funktionen
genom att ater trycka p4 [2nd][calc]. #
: 1 : (- : - 1 ., B A - -
B ER :.. M MU A I
¥s=nDeriutYusXsX) Hojden y km ar en funktion av strackan x km.
v \ Sambandet mellan y och x ges av
2
\‘\..____ y=0,5¢e* 0<x<2,5
——] a) Bestam backens lutning for x=0,5.
I Ett enkelt satt ar att anvdnda réknarens
= analysverktyg genom att trycka pa [2nd][calc]
Teor I / och vilja alternativ 6:dy/dx och sedan bara
0
¥=1.558511 ¥=0 skriva in 0.5.

Vi far nastan exakt samma varde. Vi har hittat
en inflexionspunkt. | en inflexionspunkt galler
namligen att f"(x)=0. Dar vaxlar kurvan fran

konvex till konkav form eller tvartom och deri-

© Texas Instruments 2021 TI-84 Plus CE-T Version 5.6
2



: 1 R : H w 1 [ EaD [ [
RHEM L AI1H F I
YaznDerivlYz.X.¥)
! o
v
" h“‘-—...__ M
— -
—— /’ p—
\L_...F-'/ ®
", Noll
X=0.7071073 Y=o
dy/dx=0.3894 )
#=0.5 ¥=6.3834004 Nollstallet for andraderivatan ar x=0,707. Vi

Lutningen &r ca - 0,39 och da befinner man sig bestammer lutningen for detta x-varde:

pa hojden 389 m. Det motsvarar en lutning pa HORHMA TG RADER MP 1
Ll e i e
ca 21 grader.

”'
tani( -0.3894) T T
............................... -21.2759386, A
/ —T
\li_f/ X
ﬂizﬁﬁ;a:?-gﬁgzassz ¥=0.3932798

tan'}(-0.428882) ~ -23 grader.
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Backen ar som brantast i inflexionspunkten, v

och dar ar andraderivatan noll. Vi plottar nu
funktionen och forsta- och andraderivata. Vi — e
utnyttjar da funktionen nDeriv for att plotta
derivatorna. ——

/

Sedan bestammer vi numeriskt nar andra- \ e

derivatan ar noll. Man kan ocksa bestamma A
nar derivatafunktionen har ett minimum.
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derivatans minpunkt och andraderivatans
Dia91 Dia92 Dia93

2 nollstalle.
E\Y1H80.5xe
INY 2B (Y 1) yey

INY3E(Y2)|,.,

EXEMPEL 3

Har en uppgift fran ett nationellt prov:

For tredjegradsfunktionen f géller att

l\'\?'5= ......................................... f'(2)=—1 f”(4):0
Bestam f'(6)

Att f"(4)=0 betyder att derivatafunktionen

har en extrempunkt for x = 4, och pa grund av
symmetri omkring extrempunkten sa maste
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da f'(6) ha samma virde som f'(2) dvs.
f'(6)=-1.

En allman tredjegradsfunktion kan skrivas
f(x)=ax> +bx* +cx+d

Detta ger om vi deriverar en och tva ganger
f'(x)=3ax> +2bx +c

f"(x)=6ax +2b

Nu kan vi satta in de varden vi kanner till i
uttrycken for f'(x) och f"(x).

fl(2)=-1:
30-2°+2b-2+c=-1=>12a+4b+c=-1
f"(4)=0:

6a-4+2b=0=>24a+2b=0

f'(6)=-1:

f'(6)=3a-6’+2b-6+c=108a+12b+c=-1
Sammantaget far vi da foljande ekvationer:
12a+4b+c=-1

24a+2b=0

108a+12b+c=-1

Enklaste sattet ar att 16sa ut b i den andra
ekvationen: b=-12a

Om vi sdtter in detta varde pa b i de tva andra
ekvationerna far vi

120—480+c=—1:>a=c—+1
36

1080—144a+c=—1:>a=il

36
Vi far tva likadana ekvationer och kommer
alltsa inte langre.
Vi ska nu utnyttja kunskapen att derivata-
funktionen f'(x)=3ax’ +2bx+c har virdet -1
for f'(2) och f'(6) for alla varden pa c.
Andringar pa konstanten c betyder ju bara att
man forflyttar kurvan vertikalt upp och ner
och det dndrar inte kurvans lutning.

Vi raknar nu ocksa ut hur b beror av c:
b
b=-12a ger az—E. Detta ger att

b c+1 c+1
= =

12 36 3
Vi kan nu gora en tabell och rakna ut vilka
varden a och b far for olika varden pa c.

c a b
-4 -1/12 1
-2 -1/36 1/3
0 1/36 -1/3
2 1/12 -1
4 5/36 -5/3

Man kan astadkomma denna tabell direkt i
raknarens statistikeditor. Borja med att
skriva in vardena pa cilista L1.
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L2(1)=

Placera nu markdren i kolumnhuvudet i
lista L2 och tryck pé [alpha][y=]. D4 kommer
du till en genvagsmeny for att skriva in tal i
brakform.
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Tryck pa nar du valt alternativ 1.
Skriv nu in berdkningen av a enligt nedan:
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L1 L2 L3 Ly Ls 2
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0
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L1+
L2="3%

Tryck nu pa och du far alla virden
pa a berdknade.
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La(1)=

GOr pa samma satt for att berdakna vardena pa
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Ovan har vi plottat funktionen, forstaderivatan
och andraderivatan ndra =-1/12, b =1 och
¢ =-4. FOor x = 4 har vi en inflexionspunkt.

| en inflexionspunkt géller ju att f"(x)=0. Dar
vaxlar kurvan fran konvex till konkav form
eller tvartom.

Om ocksa f'(x)=0 iinflexionspunkten &r

ocksa punkten en terrasspunkt.

En annan plottning med varden narc =2,
a =1/12 och b=-1 ger féljande resultat:
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Vi har prickatin f'(2), f'(6) och f"(4) och
dessutom inflexionspunkten for funktionen.

Med programmet TI-Nspire kan man gora
denna undersékning valdigt dynamiskt. Vi har
lagt in ett skjutreglage for parametern c och
plottat funktionen

=C+1x3+_ (c+1)
36

x* +cx

y

och forsta och andraderivatan. Genom att

dndra vardet pa c genom att dra i reglaget sa
uppdateras alla tre kurvorna.

733 \
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