Problem 1

-~
konstanten
dyker upp i manga sammanhang
- En liten matematisk rundresa
i ett dynamiskt dokument

x f2x):= -

100%(1.1).
1. 10,
2. .
3. 1331
4. 146.41
5. 161.051
6. 177.1561
—T | p(x)=100- (1.1)* | || 7104871
o 8. 214.358..
9. 235.794..
10. 259.374...
11.285.311..
0053 1149/} 1)

300,66 v |

(10,259.37

Vad hadnder om vi nu berdknar rantan oftare an efter ett ar? Om vi
véljer att réntan ska berdknas varje manad som blir ju rdntesatsen
12 ganger mindre och sa far vi pa 10 ar 12 ganger 10 rénteperioder:

12+10
100- (1 +;) » 270.704149085 kr
12

Om vi nu rdknar rénta varje dag da? Ok, da blir det sa hér:
1 )365'1 0

100- (1 —_
365

Nu tar vi i. Vi berdknar rantan varje sekund.
) 365-24-60-60-10

» 271.790955418 kr

0.1
365-24-60-60
D - N " ! N i v

100+ (1+ » 271.829965614 kr

MNu prévar vi att skriva konstanen e i TI-Nspire. Vi Gar till
verktygladan och véljer Verktyg (symbolen ) och sedan
Beteckningar. Vélj dér e. Vi infogar en matematikruta och skriver e
dar. vifarda: e » 2.71828182846

Matematikern Bernoulli insag betydelsen av detta tal - men kanske
inte helt och hallet. Dess fulla betydelse skulle kom férst langt
senare. Han insag dock att talet ndrmar sig ett gransvérde nar n
narmar sig oandligheten enligt uttrycket nedan. Detta gransvarde
kan uttryckas pa féliande sétt:

. 1\"
lim 1+— re
_ n

n-—o
Det har gjorts manga férsék att berdkna virdet av detta tal som vi
kanner till som Eulers tal eller oftast bara e. Det ar ett irrationellt tal

ach kan inte uttryckas som en kvot av tva heltal. v

konstanten e dyker upp i manga samanhang.tns

Eulers tal &r e uppkallat efter den schweiziske matematikern och
fysikem Leonhard Euler (1707 - 1783). Han gav det beteckningen
e dven om det inte var han som upptéckte den. Talet tros ha
upptéckts av en annan schweizisk matematiker, Jacob Bernoulli
(1655-1705), medan han arbetade pa lésningen pa ett problem som
handlade om sammansatta rantor. Se exempel nedan!

Du lanar 100 kr och ska betala 10 % rénta arligen. Pa 10 ar véxer
da din skuld till

‘IOO-(‘I _1)1[} = 259.37424601 dvs ungefar 259 kronor.

Vi plottar en graf pa detta som visar hur mycket skulden &kar fér
varje ar. Se nista sida.

a 300ty

£3(x)=100- (1.1)““(") -

Grafen pa férra sidan &r
egentligen lite missvisande.
Réntan laggs ju pa vid varje
arsskifte och sedan hdnder
ingenting pa kontot férrén
nésta arsskifte da réanta laggs
pa igen. Man sager att
ranteperioden &r ett ar och att —_—
riantan kapitaliseras arigen.
Fér att vi ska fa en korekt bild —
har vi anvant funktionen int, —
som star fér heltalsdelen. De

vagrita linjestyckerna i trappan

visar just att det sammanlagda

kapitalet ar oférandrat fram till P X

arsskiftet da rantan laggs pa. v 1.89] 4 1
A B period C totalt B |§

= =100%1+0.1/period)"(period*10)

1 1 250.37424601

2 halvar 2 265.320770514

3 manad 12 270.704149085

4 dagar 365 271.790955418

5 sekunder 31536000 271.829965614

6 100 miljoner 100000000 271.82818271

7 en miljard 1000000000 271.828182832

510NN miliardar  1000ANONONANN 971 8798187844 -

gl .

.

Berakningarna fran forra sidan gér man enklare i kalkylarket.

Férdjupning:

Vitanker oss nu att man kortar ner ranteperioden och samtidigt
justerar rdntan sa att arsrantan blir exakt 10 % sa kommer
gransvérdet fér kapitalet som funktion av tiden t ar att bli sambandet

100-1 .‘ICIIF. Men vad hiénder om man inte justerar fér att fa den
givna arsrantan 10 % utan delar aret i n perioder med periodréntan
10/n %7 Vad ger det fér formel och vad motsvarar det fér arsréinta
da antalet perioder gar mot odndligheten?

0.1\
Som tidigare farvida lim 100-(1+;)
n
oo

forts ndsta sida -~
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Forts Férdjupning: Nu blir det lite trolleri med formlerna! Vi later
n/0,10 vara lika med k. Det ger att n=0.1k. Vi far da

. 0.1 n-t ) 1 0.1kt
lim |100+| 1+— = lim |[100-(1+—
n K k

n— o @

] P 0.1-t
lim |100- (‘I+—)
k

koo

som kan skrivas om som

k
1
Mu ar ju granvardet for (‘I+—) nér k gar mot odndligheten lika med
k

e sa da blir uttrycket 100-e 0-10-¢

0.141

Istéllet fér 110 kr pa ett ar blir det nu 100-e »110.517091808

Problem 2

Allt det har betyder nu att om vi har k st
kapitaliseringar per ar och rantan r raknat som
decimaltal, t.ex. 0,10 fér 10 %, som berdknas
och fors till kapitalet varje sekund, eller annat
litet tidsintervall, under t ar sa kan uttrycket

k-t
r

1+; approximeras med eME

vilket ar mycket smidigare!

Eulers tal e &r alltsa anvindbart i berdkningar som handlar om
sammansatta rdnteberédkningar. Nu &r det sa att e dyker upp i
manga sammanhang, bade i matematik och andra vetenskaper. Vi
ska nu titta férst ndrmare pa s.k. exponentialfunktioner. Du har

sakert kommit kontakt med funktioner som Y:XZ «Har &r det
variabeln x som ar upphdjd till ett bestamt tal. Det &r s.k
potensfunktioner. F&r exponentialfunktioner dr det tvartom. Har ar
det basen som har ett konstant varde och variabeln x ar

exponenten. y=2x r ett exempel pa en exponentialfunktion.

Pa nésta sida ska vi nu plotta exponentialfunktionerna och
undersbka dem lite ndrmare.

40097 v

£2(x)=3"

f1)=2"

3,37 1 3.3

.41

I s “ | Fér funktionen y=3" &r det

annorlunda. Derivata-
funktionen ligger éver och
véldigt nara sjalva funktionen
hela tiden.

Finns det nu nagon funktion
dar funktionen och dess
derivatafunktionen overlappar
—_— - varandra hela tiden? Isafall
maste basen iden funktionen
ligga nagonstans mellan 2 och
3 och kanske lite ndrmare 3.

I den éversta grafen sa ser
man att derivatafunktionen
ligger under funktionen och har
en liknande bara som 2" men
efterhand sa fjarmar den sig
fran funktionen.

Du bérjar nog missténka vad
det ar fér funktion. Lésningen
har du pa nésta sida.

= 7 -
Man ser i grafen att funktionen 5.0 05 i 75
y=3" véixer snabbare dny=2" a2ty ‘?
nar x vaxer. Ett satt att under- _AaX i
séka detta &r att studera ﬁ(x)_?) ;‘/
tillvaxthastigheten. Hégst upp [/
har vi 2% och langst ner3” ,-"
med sina respektive derivata— ’,19
funktioner. Vad upptacker du? P .
v 3.2 -0.5 1 3.7
2.65625 /"'
/
/
’
Kurvorna sammanyfaller Vd ﬁ-(\,): eX
vanmmen)
d| x
7 Bx)=—l\e
/ dx
//
".-"'
- R 0.2 _
-2.61 0.2 2.3
-0.75
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Exponentialfunktionen, som man ibland skriver som exp(x), ar av
sarskilt intresse iden del av matematiken som kallas matematisk
analys och man anvédnder matematisk analys for att studera saker
som férdndras pa etticke linjért sétt.

Vi har redan tittat pa hur vérdet av ett lan eller en investering véixer
med rinta pa ranta. Det finns i den verkliga vérlden manga
exempel pa saker som modelleras pa ett liknandet sétt. Exempel pa
detta ar befolkningstillvéxt, spridning av smittsamma sjukdomar och
radioaktivt stnderfall. Dessa exempel &r alla kvantiteter som dkar,
eller minskar, i en takt som &r proportionell mot deras nuvarande
varde. Exponentialfunktionen &r sérskilt anvdndbar for att beskriva
sadana fenomen och det beror pa att tillvéxttakten alltid matchar
deras nuvarande virde.

Nu graver vi vidare i denna besynnerliga men mycket anvéndbara
funktion.
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Som ni ser dr graferna pa sid 5 verkligen identiska. Funktionen

y=ex ar kdnd som Exponentialfunktionen eller exp(x) och derivatan
av funktionen beskriver tillvaxttakten. Antar att du redan har en hel
del kunskap om derivator. Om inte, oroa dig inte fér mycket om
detaljer. Det récker att du férstar att fér en deriverbar funktion fix) sa
kommer derivatafunktionen f’(x) att visa den momentana
férandringstakten av funktionen fér ndgot vérde pa x.
Exponentialfunktionen &r vildigt speciell genom att dess
derivatafunktion &r sjélva exponentialfunktionen.

Derivatan av en funktion for ett bestamt varde P kan bestidmmas
genom att méta lutningen pa grafen i punkten P. Fér exponential—

funktionen e &r lutningen alltid lika med y-koordinaten fér punkten.

Se nésta sida. Pa nésta sida: Dra i den gréna punkten och
obsevera tangentens lutning och y-virdet fér funktionen!

Den inversa funktionen till exponentialfunktionen &r den naturliga
logaritmfunktionen, som vi kallar In(x) eller log.(x). Du kanske undrar
varfér vi anvander naturliga logaritmer, som har basen e istallet for
vanliga logaritmer som har basen tio. A andra sidan &r den naturliga

logaritmfunktionen direkt relaterad till e” sa det finns anledning att
misstinka att den kan vara lika anvéndbar. Lat oss ta en titt pa en
annan graf for att férséka fa en kdnsla fér vad som gér den naturliga
logaritmen sa speciell. Pa nésta sida visas grafen for funktionen y =
In{x). Den naturliga logaritmen av e dr 1 och vi har angett detta pa
grafen. Vi har ocksa plottat tangenten till grafen vid punkten

(1, 0). Om du tittar ndrmare pa tangenten sa ser du att den ocksa
passerar genom punkten (0, —=1). Lutningen pa grafen maste da
vara 1. Visas ocksa av ekvationen fér linjen (y=x-1) som visas i rétt
bredvid grafen.

Det visar sig att lutningen pa kurvan In(x) pa forr sidan ar 1/x fér alla
positiva vérden pa x. Alltsa &r derivatan av In{x)=1/x. Vi prévar.

d 1
Z(ln{x))lpo > :

Om man drar i tangeringspunktem pa férra sidan till vardet x=2 sa
visas ekvationen fér tangenten och da star det y=0.5x-0.3. Det
stammer med lutningen som ska vara 1/x (1/2=0,5).

Det finns en ytterligare egenskap hos naturkiga logaritmer. Om du
understker grafen av y=1/x, som &r derivatan av y=In(x), och sedan
beridknar arean under kurvan mellan x=1 och x= e sa blir den 1.

Problem 3

Konstanten e dyker upp i manga olika sammanhang

®

Sl

En liten loppa befinner sig i punkten 1 pa x-axeln och hoppar i sitt
forsta hopp en enhet till héger. | nésta hopp ar den lite tréttare och
orkar bara hoppa hélften s3a langt. | hoppet dérefter &r den dnnu
trittare sa da orkar den bara hoppa 1/3 sa langt som i hoppet innan
osv. Sa hdr blir da hopplangderna:

1 1 1

2 23 234
War hamnar nu var trétta loppa efter ett mycket stort antal hopp?

konstanten e dyker upp i manga samanhang.tns

281V

y=1.43x+0.92

(0.358,1.43)

1,53 4 1
-0.44

3.3

2,05 ¥

ﬂl(x)=ln(x)

F1.31

Go09 v

0,39 1

(e,b) 3,66

F0.73

Fér att kunna géra berdkningen pa férra sidan sa ska vi titta pa

nagra symboliska verktyg hos TI-Nspire fér matematisk analys och
vi tar har upp tva st nya funktioner: Summa > och fakultet !

Vad blir t.ex. summan 1+4+9 ..., +100 ? Fér att kunna svara pa
den fragan maste man forsta vad det ar fér termer vid prickarna som
inte skrivits ut. Det finns i matematiken ett precist satt att skriva
sadana summor med hjélp av summatecknet > . TI-Nspire har
ocksa en inbyggd funktion for att kunna berdkna sadana har
SUMmor.

sista termen har
nummer 10 > 10

erm nr n har virdet n®

n betecknar farsta termen har

—a =1 ——
termnummer n_l

nummer 1
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Vi prévar nu att berdkna summan nedan med programmet
10

Z(nz) - 385

n=1
Préva gérna sjélv att berdkna summan av alla heltal mellan 1 och
100. Andra da 10 till 100 och n2 till n. Du ska fa 5050.

En annan funktion som vi nu ocksa tar upp ar fakultet som kan
definieras sa har:

Fér ett heltal som &r stérre dn noll &r fakulteten lika med produkten
av alla heltal fran 1 upp till och med talet sjélvt. Fakultet betecknas
med ett utropstecken (1), fakultetstecken. Alltsa &r till exempel 4! lika
med 1-2-3-4 som ar lika med 24.

Fakulteter vaxer valdigt snabbt, t.ex. & 10! » 3628800

Problem 4

Ater till problemet med loppan. Viska alltsa berdkna summan

| ndmnarna har vi just fakulteter.

Vi prévar nu hur langt den kommer pa tallinjen efter 10 hopp:
10

1
1+ E (—) » 2.71828180115 (Ctrl+enter ger namevérdet)
m

n=1
Nu infér vi oandlighetessymbolen, som TI-Nspire kan hantera. Den
kan du kopiera in fran verktygsladan och under Beteckningar.

o

1
1+ E (—) » e Talet e dyker alltsa upp i ovdntande situationer!
nt

n=1

Det &r julafton och tomten ska dela ut julklapparna till alla barn i
staden. Nu har han glémt att sétta pa lappar pa vilkka som ska ha de
olika paketen sa han delar ut klapparna helt slumpmaéssigt. Hur stor
ar da sannolikheten att inget barn far sin egen julklapp?

Lésningen pa detta problem &r att sannolikheten &r

11 1 1
1—— +
1 12 123 1-2:3:4

Har far man vara lite klurig eftersom varannan term har plus framfér
och varannan tem har minus framfor. Vi testar nu en formel for

2

E : ()" 1
2 personer: 1- — | » — stammer férstas
m 2
n=1
3 N+
(1) 1
3 personer: 1- —_— =
n! 3
n=1

Har finns 6 méjligheter att dela ut paketen varav 2 st ger "ingen far
sitt eget paket”.

Vi fortsétter =

10

Z ("™
10 personer 1- ——— | » 0.367879464286
mn!
n=1
1 .
—— » 2.71828165756 Detta tal bérjar kdnnas bekant!!
0.3678794643

Nu tar vi det stora klivet:

1—2 (ﬂ) el
— n!

Konstanten e dyker alltsd upp hir ocksa.

Problem 5

Du kéinner sikert igen grafen pa nista sida. Det &r en s.k.
normalérdelningskurva, eller fér att vara korrekt, normal-
fordelningens tathetsfunktion. MNomnalférdelning &r ett mycket viktigt
begrepp inom statistik och sannolikhetsléra och det har du ju
behandlat i dina studier. Funktionsuttrycket fér den har kurvan kan
skrivas

(x-n)?
1 2.0%
y: — -e
o2

o standardavvikelsen och p medelvardet.

Man ser att konstanten e finns i formeln. Konstanten m dyker ocksa

upp och faktom‘l!-.,‘zn framfor det exponentiella uttrycket ser till att
arean mellan kurvan och x—axeln alltid &r 1 areaenhet.

Vi plottar denna funktion pa nésta sida.

T

konstanten e dyker upp i manga samanhang.tns

TI-Nspire har en inbyggd funktion fér att plotta normalférdelningar.

Man skriver har f2(x)=normpdf(x,medel,standawv). Dra i reglagen for
att andra varden fér medelvarde och standardavvikelse.
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y £3(x)=normPdf(x,167,7)
167

0.623

0.0

(155,0)  (170,0)

Grafen visar att en normalférdelad population dar medelvarde for
kroppslangd &r 167 cm och standardawvikelsen &r 7 cm. Berdkning
visar att ca 62 % har langder mellan 155 och 170 cm fér en
population som féljer denna normalférdelning. Det motsvaras av
arean av det oranga faltet.

Y

Problem 6

Pa nésta sida visar vi plottningar av den vanliga exponential-

funktionen e* och potensfunktionen x® . Vi vander alitsa pa bas
och potens. Om vi plottar dessa i samma koordinatsystem och

samtidigt plottar differensen e*-x€ser vi att e” for positiva x

férutom for x= e forstas verkar vara storre an x€. Alltsa ar t.ex.

2 10

e >2e,e >‘IEJ'e 0SV.

Det &r faktiskt sa att detta bara géller fér talet e.

Andra gdma fénsterinstallningarna sa att du ser graferna fér stérre
virden pa x och y. Man ser att exponentialfunktionen drar ivég
ordentligt.

-0.43
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