12 TI-Nspire CAS en prépa

3.2 Séries géométriques de raison négative

n k
Calculons la somme Z(_Ej .
k=0

Le calcul avec n fixeé, est possible, mais le calcul avec n symbolique donne un résultat peu
satisfaisant :

11 |) *Non enregistré < {ﬂﬂ
683 &

10 683

g H_lH 1024
2y

ki 2]

n

b N S,
coshn 7t} 2 2

Sefl | =i
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k=0
| i
hdl
19/99

Lors de l'affichage de l'expression obtenue, la TI-Nspire CAS ne tient pas compte du fait que n
désigne un entier. Pour obtenir un résultat plus simplifié, on peut remplacer n par ni. L’utilisation
d'une variable du type n1, n2... est un moyen d’indiquer a la machine qu’elle travaille sur des entiers

et elle n’a aucun probléme pour trouver la somme de la série :

<« KRR » *Non enregistré < {ﬂﬂ 11 3 *Non enregistré < {ﬂﬂ
o i i - L' . 3 ) - ‘LA'
f |f, o1 k1‘ cosln mt)- 27 +_2 M n1 If, 1) kﬁ‘ ‘.,'1,'"1’ 2 ni +:7 M
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ZL_I,_ 2/ | . - ZI,_I,_ 2/ | - .
k=0 k=0
ni [ A |‘_1"|n1, 7'”1 ™ © [ A 2
> 112/ BERRE > 12 :
W2y W2y
k=0 I k=0 l
| = | =
20/99 21/99

4. Suites et séries de fonctions

La fin de ce chapitre s’adresse aux étudiants connaissant les notions de convergence simple, uniforme
et normale. Nous allons voir ici comment traiter un exercice de concours sur ce sujet en utilisant la
TI-Nspire CAS.

4.1 Un exemple de convergence uniforme

On considere la suite de fonctions définie pour n>1 par f,(x)= ;2
n(1+ nx )
On demande d’étudier la convergence de (f,) etde = f, .

e Etude de la convergence simple

Elle ne pose aucun probléme. Pour x=0, f,(x)=0, (f,(0)) converge vers 0. Pour x non nul,

1 . .
fn(X)NE’ et il y a également convergence vers 0.
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e FEtude de la convergence uniforme

On commence par définir les fonctions et leurs dérivées :

‘ 2.1 k4 *Non enregistré < ] <]
Al
) X Terminé [
y{"‘le;= - ;
24q)
n-Ln-x +1;
oy od 1 Termine
dj{n,x,': -— Vin,x,\ )
dx
|
™
2/99

On peut ensuite rechercher les valeurs annulant f;(x) :

*Non enregistré <

L ofll ]

\/ n n \' n n

¢ » drs s Terminé
dfinx)=— |.’f._n,.\'_l )
dx
solve(dj{ rr,x:|=0,x)
- 1 1 1
x=—— and —20 or x=——and —20

™

A Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

Pour étudier les variations, il faut étudier le signe de la dérivée, et donc connaitre I’expression de cette

derniére :

R

*Non enregistré <

n n

dj{n,.\')

2
-[‘n- .t“-l,l

\2
Y
rrl‘n-x"+l,|

factorl'idj':n,x],x} l'\/; . x—lzl- I:J; X+ 1:'

5/99

. -1 1 .
Calculons également les valeurs de f, en — et e (on pourrait se contenter d’un calcul, f,, est
n

Jn

impaire).
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14 TI-Nspire CAS en prépa

11 est également facile de vérifier la valeur des limites a I’infini :

‘ 2.1 g *Non enregistré < {ﬂﬂ *Non enregistré <>
1

ffr 1 l 1 A ’{ -1 | -1 Al
n— n— N
Y \/;.I' 3 t \/;J 2
. 2
2'n 2 2
(1) -1 lim (Anx) 0
n— X -
Y - lim {f{nx)) 0
2 im WAnx)!]
2n” X—®
| v | v
A Le domaine du résultat peut étre plus grand que L. 7/99

On dispose de tous les éléments pour construire le tableau de variations.

-1 1
X Jn Jn
fr (X) + - -
0 m
fo0 | ! / ~. :

La norme infinie de f,, est donc égale a m= nin ce qui prouve la convergence uniforme de la suite
nvn
(fa)-

On peut également en déduire la convergence normale de X f,, puisque VxeR |fn (x)| < !

“ondn’

avec

+00

L . 3
Z— convergente : ¢’est une série de Riemann, et I'on a nv/n=n% avec a = = >1.
n=1N+vN

4.2 Un exemple de convergence non uniforme

Etudions a présent la suite de fonctions définie sur 1=[0,+of par g,(X)=nxe"X,
Pour x=0, la suite g,(x) est constamment nulle. Pour x>0, elle converge vers 0. Il y a donc

convergence simple de cette suite vers 0. On peut le vérifier a condition toutefois de ne pas oublier la
condition x> 0.

‘m » *Non enregistré < mm

glnxl=n-xe™X Terminé [

lim ( glf,n,.\':‘J :' undef
n—-«

lim l'ig(n,\':"“JL\'>O 0
n—-«
|

™
3/99
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Suites et séries 15

On peut ensuite facilement étudier les variations en calculant la dérivée :

‘m el >  *Non enregistré < {ﬁﬂ
—

7

A
factor‘ i(.g[:n‘x:lzl o lnox-1) X
\dx )
solveli_-n- inx-1)- ™ -\‘=0‘_\.J ,\'=l —
4

n
el

/% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

. . . 1
L’étude des variations permet de montrer que les valeurs sont comprises entre 0 et —.
e

La norme infinie de la fonction est ||gn||00 =—, et la suite de fonctions n’est pas uniformément
e

convergente sur | =[0,+od[ .

4.3 lllustration graphique

On peut visualiser la différence de comportement entre les deux suites étudiées. Nous allons
directement construire les courbes représentatives de f, f,, ..., f5, puisde gq, 95, ..., Os.

Il suffit pour cela de créer une nouvelle page avec 1’application Graphiques & géométrie.

Une idée naturelle serait de définir cing fonctions a construire :
— f1(x) par f(1,x)
— f2(x) par f(2,x)
— f3(x) par f(3,x)
— f4(x) par f(4,x)
— f5(x) par f(5,x)

Mais il suffit en fait de définir

— f1(x) par f({1,2,3,4,5},x)

pour construire automatiquement les cing courbes représentatives correspondant aux cing valeurs de n
données dans la liste.

Les constructions sont faites sur I’intervalle 0,4 :

'ﬂFTeglages de la fenétre
XMin - [o | rrix)-{1.23.45} %) =
XMax : [4 |

Graduation des X : | Automatique |

| YMin : [-o 1 |
-1( YMax : [o ] | pd
Graduation des Y : l Automatique j

‘@’ \M‘ - 0.05 x

1)?
o
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16 TI-Nspire CAS en prépa

Voici ce que 1’on obtient pour f, :

Pl  *Classeur il b *Classeur

.8 v 0.8 vy

graphique f1_1

L graphiqueri S|
:05 == —
3 T 37

& L affichage indique le nom de la fonction, suivi du numéro d’ordre de la courbe dans la liste.

Puis pour g, :

kR >  *Classeur el *Classzeur

Falx)=gl{1,2,3,45} ) = S
1.1
graphique f2_5
2.1
A2 e x
ﬁj—f ad 4
-0.1 -0.1

La différence de comportement est bien visible ici. Dans le premier cas, il y a convergence uniforme,
alors que dans le second, on observe un phénoméne typique de “bosse glissante”.

Exercices

Point attractif, point répulsif

Dans le premier exemple de ce chapitre (suite récurrente, page 6), nous avons montré que la suite ne
converge pas, sauf si elle est stationnaire.

Retrouver directement ce résultat, sans étudier les suites extraites.

Calcul des termes d'une suite récurrente double

Terme d'ordre n de la suite de Fibonacci : uy =1L,u; =1,Vn>0u,,, =U, 4 +U,.

Calcul de la somme d'une série

+00 2

4n“ -5n+3
Calculer Z—+
n=0 n!

N.B. La TI-Nspire permet d'obtenir directement le résultat, mais on vous demande de conduire les
calculs comme vous le feriez sans calculatrice dans un exercice de ce type.
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Suites et séries 17

Convergence d’une série

Déterminer les polynbmes P a coefficients réels tels que la série de terme général

u, =\In* +3n> —§P(n) soit convergente.

Un exercice d’oral

+00
Résoudre 1’équation »  (3n + 1)%z" = 0.

n=0

B Convergence normale d'une série de fonctions

. . . _ny?
Etudier la convergence simple et la convergence normale de an“e X

n>1

pour x>0 et a€R.

Calculer la somme de cette série.

Solutions des exercices

Point attractif, point répulsif

Il est possible de prévoir la non-convergence de la suite en étudiant la nature du point fixe de f. On
doit pour cela étudier la valeur absolue de la dérivee de la fonction pour ce point fixe. Le point est un
point attractif si cette valeur absolue est inférieure a 1, et répulsif si elle est supérieure a 1.

*Non enregistré < bl < |
2 Terminé &
v 4=X
r{x,l:=
Js
solve'(}(xj'=x,x:‘|0<\'<2 21 \/5—
X=——
2 i@
dirw V21 5 105
() pom 2 1=
dx 2 2 5
| ™
3/99

La valeur absolue de la dérivée est strictement supérieure a 1. L'unique point fixe est donc un point
répulsif. La suite ne converge pas, sauf si elle est stationnaire.

Calcul des termes d'une suite récurrente double

On sait que u, =ap"+bqg", avec p et g solutions de x? —x—1=0, et a et b déterminés par les
conditions initiales uy =a+b=1 et u; =ap-+bg=1. Il est possible de conduire tous les calculs
nécessaires a la calculatrice.

s:=zeros(x”"2-x-1,x)

p:=s[1]

q:=s[2]

u(n):=a*pAn+b*q*n
cond:=solve(u(0)=1 and u(1)=1,{a,b})
u(5)|cond...
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18 TI-Nspire CAS en prépa

’ ‘ 2.1 Ie *Non enregistré <~ L oflf ] { ‘ 2.1 A4 *Non enregistré < ol x|
¢ @Al . ” 2]
s =zenos(_x2 =X= 1,.\‘2' { M &l_ } u[nfl:=a 'P" +b g " PR
” ‘ ) ;g P
= = cond.=solvelu|0)=1and u|1)=1, { ab } )
pi=s[1] {5 -1) /5 5] s 1
E— a=— - and b= h—
2 10 10 2
q:=s[2] \/g +1 uls)icond 8
2 u[ 1 0‘ |cond 89
| = | v
3/99 7/99

Nous avons calculé sans probleme certaine valeurs de u,. Attention par contre au calcul de u, avec n
guelcongue. En mode réel, on retrouve les problémes liés a I'évaluation de la puissance d'un nombre
négatif, alors que la calculatrice ne sait pas que n est un entier.

¢ [RETET N\ 4 ‘ o] ‘ 2.1 kg *Non enregistré < X

Erreur .
1| | Résultat non réel 11(:1.0,)|cond i
uln_) lcond "Erreur : Resultat non reel"

Par exemple, si le logiciel est réglé sur Réel

¥ (-1) mest pas valide.

Pour autoriser les calculs complexes, réglez le
mode "Réel ou Complexe" sur

1| RECTANGULAIRE ou POLAIRE.

ulnz) lcond

[ \n1
.j_.lj,nl.|E| "
L2 )

! 10 2/ 10

' &

<l

e /% Calcul non réel

¢} Calcul delasomme d'une série

La TI-Nspire CAS sait calculer directement la somme de cette série.

Im‘m ERN > *Non enregistré <

o < 6 e

z |f 4 rr2—5‘11+3)
| n!

n=0

™

1/99

Nous allons effectuer en utilisant I’aide de la TI-Nspire CAS les calculs tels qu’ils seraient fait a la
main. Dans cet exercice, une idée assez classique est de rechercher a, b, c tel que :

4n2—5n+3=a-n(n—1)+b-n+c

On écrit ensuite que :

n! — nl

M 1M

n! — nl

]
Il
o

4n* —5n+3 N n(n—1
+ :az ( )+

2 N . N
4n 5n+3:azn(n 1)+bZ

n=0

Non
me—FC

n=1

L

n=0 n:
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N 4n2—5n+3 N N N1
2 Z;(n 21 Z Z—

n! (n —1)|

n=0

N4n2—5n3 =21 Nl
DA G5l ny ey L
-0 :0'

n nOn' nOnI

—+00 2 +00
an 5”+3 Z +bz +CZ —(a+b+0)-e

n=0
Il reste donc a déterminer a, b et c tels que le polynéme p(n)= 4n? —5n+3 soit égal au polynéme

q(n)=an(n—-1)+bn+c. Il y a plusieurs fagons de le faire avec la TI-Nspire CAS. Ici, nous allons
utiliser le fait qu’il doit y avoir égalité entre p(n) et q(n) pour n=0, n=1et n=2.

p(n):=4n”*2-5n+3
q(n):=a*n*(n-1)+b*n+c
solve(p(0)=q(0) and p(1)=q(1) and p(2)=q(2),{a,b,c})

d11]21 {3

n=0

= 2 Termine
p[}f_.‘l=4‘ n<=5-n+3

q(n.]'=a" n (11—1.]+b‘ n+c Termine

solvelplOI—qL0| and pl ll—ql 1) and pl 7l—q|‘2,|’
a=4and b=-1and c=3

| ™
4/99

On pouvait aussi utiliser la fonction identify de la bibliothéque poly.

L ofl] <

‘1.1 ‘ 21 ’3,1 » *Non enregistré <

Dl':n:'l:=4- ”2_5. n+3 Terminé
q‘.n.i'=a- n fr:— 1.1 +b n+c Termine
nolvel\pioi—q'[OI and pl1)=¢l1) and p(2)=¢l2}»
a=4and b=-1and c=3
poly\zdennf)«'l:pi:n:'l,ql':n:),n:'

{ 4=q,-5=-la-b) 3= }

™

5/99

On doitdoncavoir a =4, a—b=5et ¢c=3.
D’ona=4,c=3,puishb=a-5=4-5=-1.

On obtient donc S=(4-1+3)-e=6e. Ce qui est bien le résultat trouvé directement.

On peut le vérifier a 1’aide de la TI-Nspire CAS en demandant le calcul approché (valider par
[ctri ] [enter]) de ce nombre, et en le comparant par exemple au calcul approché de la somme des 20
premiers termes de la série. Comme on peut le voir, la convergence de cette série est trés rapide.
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20 TI-Nspire CAS en prépa

‘m ERE » *Non enregistré < ] < |
L ] =

‘m ERN > *Non enregistré < {ﬁﬂ
10

16.2096789572 A

20 16.3096909708

— Tl
15 16.3096909707 g |ﬂ|
[ plnl} L onl

16.3096909708

10/99 9/99

n Convergence d’une série

Au voisinage de I'infini 3/n* + 3n® ~ n, une condition nécessaire pour que la série de terme général
u, = Unt +3n% —3/P(n) converge est que u, tende vers 0 a I’infini, ce qui impose §/P(n) ~ n et

donc que P soit de la forme : P(n) =n® +an® +bn+c.

Pour déterminer les reels a, b et c, pour lesquels la série de terme géneral w«, converge, il suffit de
faire un développement asymptotique de w,, .

‘m FRN > *Non enregistré < mﬂ 12,1 31

bofl] <]

DelVar a,b,c Terminé = series| J" +3-n% =pln) ,n,2,=,
= v - 23 {4-p-9] 5 4°_18 g - b+27
P[v.".-'3="3+a'n2+b-n+c Terminé _a+4 a“-34b 9_.'_.» a”-18 a b+27 <
|r‘1 5 3 l 8 a5 81 n2
series) \lzz4+3- n* —"\/pl.,n,i 1,2, l-' 2o . ".I
5 ; 5 solvelg=0and 4 a“-3-\ 4 b—9,‘=0,{a,b,c }_,
ca 4a’-3(45-9) 5a”-18ab+27-¢ g
; - § @=0 and b=— and c=c/
3 36 n 81‘)72 4
™ ]
3/99 4/99

- 1 . R .
Le terme constant, ainsi que le terme en — doivent étre nuls, ce qui donne les valeurs de a, b et ¢
n

obtenues dans 1’écran de droite ci-dessus (c est un réel quelconque). Ces conditions étant remplies, le
calcul ci-dessous montre que v, = O(1/ n?) et donc que la série converge.

ENERNEN

» *Non enregistré <>

9
a=0 and b=— and c=c’
4

i |
| . 4 2 34 l »
series| \n - +3-n~ ="\[plnl ,n,2,%|la=0 and b

-cl

3n®

™
5/99
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On a donc P(n):n3+%n+c, ceR .

Un exercice d’oral

+00

Comme on I’a vu au paragraphe 3, la TI-Nspire CAS calcule la somme de la série Z (3n +1)*z", &
n=0

condition de lui préciser que z €]0,1]. Le rayon de convergence de cette série est 1, comme on peut le

. 4)?
voir en calculant lim M =1

n—too (3, + 1)

‘m SRl > *Non enregistré < ‘m SRl > *Non enregistré <
ey 3

o
[ , 3
g U_s-n+1,i3-.\-":]|o<x-<1
1 X |, 5 || i i
- 4 x“+13-x+1
N ,. . i solve| getNum _ {=0 \'\
t ' 2
14 x%+13 x+1) | S S VA B
(x—1)3 {3 17 +13) 317 -13
% ? xX= or x=
8 8
™ &
1799 2/99

La somme de la série et la fraction rationnelle trouvée dans 1I’écran de gauche ci-dessus coincident sur
10,1] et donc pour des raisons de continuité sur tout ’intervalle de convergence de la série | —1,1].
On est donc amené a résoudre 1’équation 42 +13z +1 =0, ce qui est fait dans I’écran de droite ci-
dessus. On trouve deux racines dont seulement la seconde appartient & |—1,1] (le résultat final de
I’écran ci-dessous s’obtient en validant par [ ctri ] enter]),

R
{317 +13) 317 -12
X= Or X=
8 8
{ 1
1 x2+13-x41)
solve| getNum| — |=0,x

| L (e-1)? ,.1’_ J

x=-3.17116460961 or x=-0.078835390393

| ™
3/99

La solution estdonc : z = @

n Convergence normale d'une série de fonctions

La convergence de la série ne pose pas de probléme. Les termes sont tous strictement positifs, et on
peut par exemple utiliser le critere de d'Alembert :

u _ 2 _ 2
n+1(X):n+1e X X 1
Un(X) n
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22 TI-Nspire CAS en prépa

Etudions & présent la convergence uniforme. On peut commencer par définir le terme général de la
suite, puis s'intéresser au signe de sa dérivée.

» *Non enregistré <

A

- & -n'r?‘ Terminé I, , 7 )
ulnx)=nx"-e" - na ~ I

— ZEeros ——2‘)1“'\| x% e X \’l

d: « v [ 4 2 i x ]
—lulnxl) LIS s, . (B L 4

dx Il % " '\, &R 2a | 2a

| n a n a

=20, ,—20,{0,a>0
2 n 2 n [
S | v

A Le domaine du résultat peut étre plus grand que L. 3/99

Si a <0, il n'y a pas de solutions, uy, est négative, et la fonction est décroissante. Pour n non nul, la
limite de u,(x) en O est égale a +oo. La calculatrice est en mesure de le confirmer, sous réserve qu'on
pense & lui préciser que n> 0. Il ne peut donc pas y avoir de convergence normale (pas de majoration
du terme général indépendante de x possible sur R:).

En revanche, sur un intervalle du type [a,+oo[ , a>0, on peut majorer la fonction par sa valeur en a,

na

- - — 2
et il y a convergence normale puisque » na“e™"® converge.

n=1

Si a>0, la dérivée sannule en x, =2_“ji‘= /21 La fonction est croissante sur ]0,x,], puis
n n

décroissante. On en déduit que Vx>0, U, (X) <uy(X,) - Uy, =Un (X,)-
Laissons a la calculatrice le soin de calculer cette valeur.

. 2 | = .
Zeros ’H—Z-rlz-xl-_\:a-e-""\- ,_\‘||a>0 anc - and’urn V2'a ﬂ [ Ja 1*
L x ) J p | {JE'J;JI ‘F| W
[-l‘a 20(1 ' o ivn |
1 2:\{n "2 J'TJ Je_“ 2%
™ ™
4/99 % Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.
(%
A \/Oé— a al2
En conclusion, pour a>0, |u,[| = =u,(x,) =——,avec A:ﬁ:[z—] :
& €
= %

. e s g
Il'y a donc convergence normale si et seulement si 5 —1>1, c'est a dire pour o > 4.

La calculatrice permet d'obtenir directement la valeur de la somme de la série, sous réserve de
préciser l'intervalle de définition de x.

© Texas Instruments 2012 / Photocopie autorisée



Suites et séries

23

‘m Rl > *Non enregistré — L] <]

g el xc)) E - x%e X
n=0 n=0
[e=] .ra
g |:u'._/r,x:|,]h’>0 f %2
x~
n=0 4 sinhl— I
L 12
' v
7/99

Pour comprendre ce dernier résultat, il suffit de voir que nx%e”

o0
peut donc utiliser la formule de calcul de Zn p"

n=1

‘m RN » *Nonenregistré <

© a

g |tn-a",||0<a<1 (a-1)2
n=0

2 3

R la=e [ 502

la-1)< :(2
4 sinh‘— I
! 2 )
[ 4
19

nx?

=x%.np", avec p=e~

Pour parvenir au résultat affiché par la calculatrice, une petite transformation s'impose :

e e

1

(e‘“ —1)2 u u

e 2.l 2 __g2

2
u

o uy? uP (L u
e 2 _g2 [25|nh2] 4[smh2]

2

Ceci peut se retrouver en convertissant le dernier résultat en exponentielle.

1 1
Pexp
[ f o02 2 212
< x x
4 smh—‘ — —l
2| 2 2
¥ B le e =] I
' v
10/99

XZ

. On
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